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Conseils généraux

Le contenu des deux fascicules dont les références sont : 8 2930 TG PA 01 et
8 2930 TE PA 02 couvre une partie importante du programme du BTS nformatique de
gestion. En effet, ’équipe pédagogique a choisi d’alléger le travail de la deuxiéme année
du BTS, pour vous permettre de préparer I’épreuve de mathématiques dans les meilleu-
res conditions, en laissant le temps nécessaire a ’entralnement a ’examen, par les
devoirs qui vous seront proposés en deuxieéme année.

Nous vous proposons une progression pédagogique en six unités, comportant chacune
une ou plusieurs séquences. Une séquence d’apprentissage est composée d’une partie
cours et d’une partie exercices « autocorrectifs » d’égale importance dans le pro-
cessus de votre apprentissage.

Ici, vous étes en présence du fascicule cours 1 (réf. 8 2930 TG PA 01).

Cours

Le cours doit étre travaillé attentivement, une lecture rapide des notions abordées ne
vous servira a rien et c’est méme une perte de temps. Votre progression sera le fruit d’un
effort réel a fournir :

— lisez et relisez les définitions, les théorémes et les propriétés ;
— insistez sur les conditions d’utilisation des théorémes et des propriétés ;
— faites et refaites les exemples proposés.

Nous avons aussi prévu des renvois a des exercices d’application, signalés a ’aide du
picto | | . IIs seront pour vous ’occasion de tester la compréhension du cours. Ces ren-

dez-vous sont tres utiles ; essayez de les respecter et de « jouer le jeu ».

Exercices « autocorrectifs »

A la fin de chaque séquence, nous avons réservé une large place a des exercices dont on

vous propose une correction tres détaillée. Ces exercices sont présentés sous trois formes.

- Exercices d’application : application presque directe du cours. A chaque fois que

vous recontrerez le picto | | , ce sera une invitation a aller travailler les exercices
proposés.

« Exercices d’approfondissement : ce sont des exercices qui sont a faire apres 1’é-

tude complete de la séquence et qui nécessitent le plus souvent une recherche
approfondie des solutions.

» Travaux pratiques : ils sont présents a la fin de certaines séquences et sont consti-
tués de probléemes qui comportent les savoirs et les savoir-faire évalués a ’examen.

Les corrigés types des exercices des cours 1 et 2 sont présents dans le fascicule référencé
8 2930 TC PA 00.
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Conseils généraux

Tous ces exercices nécessitent un investissement personnel important. Les corrigés ne
doivent étre consultés qu’apres avoir effectué un travail sérieux pour trouver la solu-
tion : un corrigé rapidement consulté, sans un travail préalable, vous donnera I’impres-
sion trompeuse d’avoir compris les notions abordées.

Devoirs

Il vous est servi un fascicule (réf. 8 2930 DG PA 00) de quatre devoirs, n’hésitez pas a le
consulter réguliecrement. Ces devoirs sont a envoyer a la correction suivant la progression
indiquée dans son sommaire et rappelée au début de chaque devoir.

Un travail sérieux donnera toujours un résultat.

L’équipe pédagogique attend de vous toutes les remarques qui contribueront a ’amé-
lioration de ce support pour le bien de tous les inscrits.

Bon courage !

N désigne ’ensemble des nombres naturels :

051352535 ciiiiiiiiiinnnnnns }
N* désigne ’ensemble des nombres naturels sans le zéro :
{1525354 5 iiiiiiiinninn... }

Z désigne ’ensemble des nombres relatifs :

{oeiiinns 5-35-25-1;03;15253;....... }
Z contient N.
Z* désigne I’ensemble des nombres relatifs sans le zéro :

{oeen.n. 5-35-25-1 3132353 ;....... }

Q désigne I’ensemble des nombres rationnels.

Q* désigne I’ensemble des nombres rationnels sans le zéro.
R désigne ’ensemble des nombres réels.

R* désigne ’ensemble des nombres réels sans le zéro.

R_ (ou R") désigne ’ensemble des nombres réels négatifs.

R4 (ou RY) désigne ’ensemble des nombres réels positifs.
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Unite 1
Logique - Ensembles -
Algeéebre de Boole

Prérequis

* Aucun

Objectifs

¢ Introduction a quelques éléments de logique
* Pratique élémentaire du calcul portant sur des énoncés

e Consolider et prolonger les acquis sur les ensembles
et les applications.

e Effectuer des calculs permettant de simplifier
des expressions booléennes

Contenu

* Séquence 1 : calcul des propositions et des prédicats
e Séquence 2 : éléments de la théorie des ensembles
* Séquence 3 : algébre de Boole
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Calcul des propositions
et des prédicats

] Prérequis

e Aucun

] Objectifs

* Introduction a quelques éléments de logique

* Pratique élémentaire du calcul portant sur des énoncés

] Contenu

1.
A,
1B.
2.

)

1S

Calculs propositionnels
Propositions — Assertions

Connecteurs logiques
Propriétés des opérateurs logiques
Calcul des prédicats

Prédicat

Quantificateurs
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Calcul des propositions et des prédicats

1. Calculs propositionnels

1A. Propositions — Assertions

Les expressions mathématiques sont composées de termes qui doivent respecter
une orthographe, et d’énoncés qui respectent une syntaxe.

Les termes (« mots » mathématiques) représentent des objets.

Exemples :

1
—4;g;x;A;etc.

Les énoncés (« phrases » mathématiques) énoncent un fait.

Exemples :

c2+2=4;
* 8 est divisible par 3;
*y>9;

c—x+y=2(a=>bquon lit « a égale b » signifie que a et b représentent la
meéme entité mathématique).

Mais certaines expressions n’ont aucun sens mathématique :

1 [y

— 3+ =x;+-1;etc.

0
Parmi les énoncés précédents certains sont vrais, d’autres faux. «Vrai (V) » et « Faux (F) »
sont appelés valeurs de vérité. La logique qui ne comporte que ces deux valeurs de véri-

té est appelée logique binaire: un énoncé qui n’est pas vrai est faux et réciproquement.

Exemples :
*«2+ 2 =4n» «7est un nombre impair » sont des énoncés vrais ;
* « pour tout réel x, x?+ 1 < 0 » est un énonc¢ faux.

Définition
Une proposition est un énoncé qu’on peut juger sans ambiguité Vrai ou Faux.

®m Notation :les propositions sont généralement notées par des lettres majuscules

(P, Q, etc.)

Exemples :

* 2+2 = 4 est un énoncé qu’on peut juger, sans ambiguité, qu’il est vrai donc
c’est une proposition vraie.

+ 8 est divisible par 3 c’est un énoncé qu’on peut juger, sans ambiguité, qu’il
est faux donc c’est une proposition fausse.

* « Monsieur Martin est sympathique », énoncé tres subjectif, n’est pas une propo-
sition, et ’énoncé « x + 2 = 0 » non plus car la valeur de vérité dépend du réel x.

[ | Applications/Exercice 1
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Calcul des propositions et des prédicats

Définition

Une assertion est une proposition a laquelle on a attribué une valeur de vérité.

Exemples: ¢ si P est une proposition alors P =V est une assertion.
* « 8 est divisible par 2 est vraie » est une assertion vraie.
* « 8 est divisible par 3 est vraie » est une assertion fausse.

1B. Connecteurs logiques

A partir de propositions initiales, on peut définir de nouvelles propositions au moyen
de connecteurs logiques que sont la négation, la conjonction, la disjonction, I’'impli-
cation et ’équivalence. Ces transformations sont appelées des opérations logiques.

Ces opérations logiques peuvent aussi étre définies par leurs tables opératoires appelées

table de vérité.
1B1. Négation

Définition
Soit P une proposition.

On appelle « négation de la proposition P » la proposition vraie lorsque P est fausse

et réciproquement.

m Cette proposition est notée 7 P (lire « non P ») ou non P ou P.

-1 est le connecteur NON.

La négation est définie par la table de vérité ci-dessous:

P P
\Y F
F A%

Exemple : soient a une constante réelle et P la proposition « a > 3 ». Alors

(7 P) est la proposition « a < 3 ».

1B2. Disjonction — Conjonction

Définition

Soient P et Q deux propositions.

On appelle « disjonction des propositions P et Q », la proposition vraie lorsqu’au

moins une de ces deux propositions est vraie.

m Cette proposition est notée P v Q (lire « P ou Q »)

v est le connecteur OU inclusif.
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Calcul des propositions et des prédicats

La disjonction est définie par la table de vérité ci-dessous:

P Q PvQ
\% \% \%
\% F \%
F \% \%
F F F

Exemple : soit a une constante réelle.
En notant P la proposition « a > 3 » et Q la proposition « a > 8 » : P v Q est la proposition
«a> 3.

Remarque

Le connecteur v (OU inclusif) utilisé en logique n’est pas le OU du langage courant :
choisir « fromage ou dessert » est le plus souvent interprété comme un choix exclusif
(ou ’un ou I’autre mais pas les deux).

Définition

Soient P et Q deux propositions.

On appelle « conjonction des propositions P et Q », la proposition vraie lorsque les
deux propositions P et Q sont vraies.

m Cette proposition est notée P A Q (lire « P et Q »)
A est le connecteur ET.

La conjonction est définie par la table de vérité ci-dessous:

P Q PAQ
\Y% \% \Y
\Y% F F
F \Y% F
F F F

Exemple : soit a une constante réelle.

En notant P la proposition « a > 3 » et Q la proposition «a > 8»: P A Qestla
proposition « a > 8 ».

[ | Applications/Exercice 2

Q 82930 TG PA 01




Calcul des propositions et des prédicats

1B3. Implication - Equivalence

Définition

Soient P et Q deux propositions.

On appelle implication des propositions P et Q la proposition vraie lorsque les deux
propositions P et Q sont vraies ou lorsque P est fausse.

m Cette proposition est notée P = Q (lire « Si P alors Q »), « P implique Q »,
« P entraine Q ».
=> est le connecteur SI... ALORS...

L’implication est ’opération définie par la table de vérité ci-dessous:

P Q P=Q
\Y \Y \Y
\Y F F
F \Y \Y
F F \Y

Exemple :

Soit a une constante réelle. Notons P la proposition « a > 8 » et Q la proposi-
tion « a > 3 ».

Si«a> 8»estvraialors « a > 3 » est vrai, et si « a > 8 » est faux alors «a > 3 »
est soit vrai soit faux. On a donc P = Q.

Remarque

Les deux derniéres lignes de la table de vérité de « P = Q » montrent que le sens que
les mathématiques donnent aux mots « implique » et « entraine » est plus général que
le langage courant. Ainsi, les propositions : « 2 + 2 = 5 » = « LLa France a gagné la
coupe du monde en 1998 » et « La France a gagné la coupe du monde en 2002 » =
«2 + 2 =5)» sont toutes les deux vraies.

Définition

Soient P et Q deux propositions.

On appelle équivalence des propositions P et Q, la proposition vraie lorsque les
deux propositions P et Q sont vraies ou lorsque P et Q sont fausses.
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Calcul des propositions et des prédicats

m Cette proposition est notée P < Q (lire « P si et seulement si Q »)
< est le connecteur... SI ET SEULEMENT SI...

I’équivalence est définie par la table de vérité ci-dessous:

P Q P<Q
\% \Y% \Y
\% F F
F \% F
F F \Y

Exemple :
Soit a une constante réelle. En notant P la proposition « a > 3 » et Q la propo-
sition « a>>9eta>0»o0onaP < Q.

[ | Applications/Exercice 3

2. Propriétés des opérateurs logiques

Dans tout ce paragraphe P, Q et R désignent des propositions, V et F désignent les
valeurs de vérité vrai et faux.

Les propriétés des opérateurs logiques — (connecteur NON), v (connecteur OU inclusif),
A (connecteur ET), = (connecteur SI... ALORS...) et & (connecteur SI ET SEULE-

MENT SI...) s’établissent a I’aide de table de vérité.
Des démonstrations sont proposées en exercices.

Propriété 1 (du connecteur NON)
a7 (P)=P
b) "' V=Fet " F=V

Propriété 2 (du connecteur OU inclusif)

a) idempotence: P v P =P

b) commutativite: P v Q=Q v P

c) associativite: (P v Q) v R=P v (Q v R) que ’on peut donc noter P v Q v R
d)PvVF=PetPvV=V

Propriété 3 (du connecteur ET)

a) idempotence: P A P =P

b) commutativite: P A Q=Q A P

c) associativité: (P A Q) A R=Pa (Q A R) que ’on peut donc noter P A Q A R
d) PAF=FetPaAV=P

[ | Applications/Exercice 4
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Calcul des propositions et des prédicats

aA)Pv QAR =PvQ r@PvR
b)PAQVR)Y=PAQ v (P AR)

Exemple :

Soit a une constante réelle. Notons respectivement P, Q et R les propositions :
«ca>0r»eca<-3ret«3<an.

P A (Q v R) est la proposition « (a>0) A (a<-3 v 3<a)»cestadire:
«(@>0na<-3)v@>0ar3<a)rsoit«Fv(@a>0a3<a)n

DoncPA (QVR)=«3<an»

[ | Applications/Exercice 5

)" PvQ=0CPArQ
b) " PAQ=0CPv(CQ

Exemple :

Soit a une constante réelle. Notons respectivement I et Q les propositions :
«a<-3ret«3 <anr

(P v Q) est la proposition ((a <-3) v (3 <a)),et 7 (P v Q) est la proposition :
T ((a<-3)v (3<a)),c’est-a-dire (- 3 <a) A (a < 3) ouencore (-3 =<a=3).

[ | Applications/Exercice 6

Propriété 6 (du connecteur =)

a) réflexivité: P = P

b) anti-symétrie: Si (P = Q) A (Q = P) alors P < Q
¢) transitivité: Si (P = Q) A (Q = R) alors (P = R).
dP=Q=0CQ="D).

e) P=Q=0CPvQ.

Exemple :
Soit a une constante réelle. La proposition (vraie) « a > 3 = a?>> 9 » est équi-
valente a la proposition (vraie) « a> <9 = a < 3 ».

[ | Applications/Exercice 7
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Calcul des propositions et des prédicats

3.

3A.

Calcul des prédicats

Prédicat

On rappelle qu’une constante est un nombre dont la valeur est fixée et qu’une variable
est un nombre pouvant prendre différentes valeurs.

Définition
On appelle prédicat (ou fonction propositionnelle) un énoncé contenant une ou
plusieurs variables et qui se transforme en proposition suivant la valeur attribuée a
ces variables.

3B.

3B1.

Exemples :

x étant une variable réelle, « 2x + 1 = 7 » est un prédicat a une variable
(encore appelé prédicat unaire) car si x = 3 alors 2x + 1 =7 est un énoncé
vrai et si x = 3 alors 2x + 1 = 7 est un énoncé faux.

« 5x + 5y = 15 » est un prédicat a deux variables (encore appelé prédicat
binaire).

Quantificateurs

Exemples et définitions

Exemple :
Pour tout réel x, on sait que x? + 1 > 0.
On note: Vx, xréel = x2 +1 > 0.

Le symbole ¥ est appelé quantificateur universel. 1l se lit « quel que soit »
ou « pour tout ».

Notons que « x? + 1 > 0 » est un prédicat et que « Vx, x réel = x? + 1 > 0 » est
une proposition (quz est ict vraie).

Exemple :

On sait qu’il existe au moins un réel x tel que x - 1 > 0 (en fait tous les réels
supérieurs a 1).

On note: dx, x réel A (x -1 > 0).

Le symbole 1 est appelé quantificateur existentiel. Il se lit « 7/ existe au
moins » ou « pour au Moins un ».

Notons que « x - 1 > 0 » est un prédicat et que « dx, x réel A x -1 > 0 » est une
proposition (qui ict est vraie).
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Calcul des propositions et des prédicats

3B2. Négation des quantificateurs

Soit p (x) un prédicat a une variable:
— la négation de la proposition « Vx, p (x) » est la proposition « dx, 7 p(x) » ;

— la négation de la proposition « dx, p (x) » est la proposition « Vx, 71 p (x) ».

Exemple :

« La proposition vraie « dx, x> = 4 » a pour négation la proposition fausse :
«Vx, x? = 4 ».

* Puisque (P = Q) = (= P v Q), la négation de la proposition (P = Q) est la
proposition (P A 7 Q).

 La négation de la proposition « Vx, x EE = p(x) » est donc la proposition
« dx, x EE A 7 p(x) » et la négation de la proposition « Ix, x EE = p(x) » est
la proposition « Vx, x EE A 7 p(x) ».

[ | Applications/Exercice 8

3B3. Ordre des quantificateurs

Pour x et y nombres réels, considérons les propositions:

«Vx, Ay, y = x?» et « Ay, Vx, vy = x%».
« Vx, y, y = x?» signifie que tout réel x possede un carré y. C’est une proposition vraie.
« Ay, Vx, y = x?» signifie qu’il existe au moins un réel y égal a tous les carrés des nom-
bres réels. C’est une proposition fausse.

L’ordre des quantificateurs V et 1 n’est donc pas indifférent.

[ | Applications/Exercice 9
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Calcul des propositions et des prédicats

Exercices autocorrectifs

LI Applications

Propositions — Connecteurs

Exercice 1

Est-ce que les énoncés, ci-dessous, sont des propositions ?
P: « Monsieur Martin est né le 1¢ janvier »

Q: « Monsieur Martin est grand »

R: «Pour x réel, 3x +4 =0 »

S:«Pour x réel, 3x> +4 =0»

Exercice 2

On considére les propositions vraies P: « Monsieur Martin est né le 1¢ janvier » et
Q: « Monsieur Martin est francais ».

Exprimer a ’aide d’une phrase en frangais les propositions:
-PPvQ,PAQ,Pv(-Q).

Exercice 3

On considere les propositions P : « Monsieur Martin est né le 1¢ janvier » et Q:
« Monsieur Martin est frangais ».

Exprimer a I’aide d’une phrase en francais les propositions P = Q, P < Q.
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Calcul des propositions et des prédicats

Usage de tables de vérité

Exercice 4

Soient P, Q et R trois propositions.
1. Complétez la table de vérité ci-dessous:

P Q R PvQ PvQvVvR QvR Pv (QvR)
\Y \Y \Y
\Y \Y F
\Y% F \Y
\Y F F
F \Y \Y
F \Y F
F F \Y
F F F

Que concluez-vous, en observant les 5¢ et 7¢ colonnes ?

2. Montrer de la méme fagon que (P A Q) A R=P A (Q A R).

Exercice 5

Complétez la table de vérité ci-dessous:

P Q R | QAR Pv(QAR) PvQ PVvR @PvQarPvR
vV V  V
V V F
V F  V
V F F
F V V
F V F
F F V
F F F

Que concluez-vous, , en observant les 5¢ et 8¢ colonnes ?
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Calcul des propositions et des prédicats

Exercice 6: Lois de De Morgan

1. Complétez la table de vérité ci-dessous:

P

-P

- Q

PvQ

~PvQ P)A(-Q

T <<

< <io

Que concluez-vous, en observant les 5¢ et 6° colonnes ?

2. Montrer de la méme fagon que - (P A Q) = (- P) v (- Q).

Exercice 7

1. Complétez la table de vérité ci-dessous:

P Q |[P==Q -P (-P)vQ
\Y \Y
\Y% F
F \Y
F F

Que concluez-vous, en observant les 3¢ et 5¢ colonnes ?

2. Déterminer la proposition contraire de la proposition P = Q.

Usage des quantificateurs

Exercice 8

Soit P la proposition « tous les hommes sont mortels ».

1. Ecrire P a I’aide du quantificateur universel.

2. Ecrire - P a I’aide du quantificateur existentiel.

Exercice 9

Soient x et y des variables réelles

1. Est-ce que la proposition Q: « y, Vx, y = 2x » est vraie?

2. Est-ce que la proposition R: « Ay, Ix, y = 2x » est vraie?

3. Est-ce que la proposition S: « Vy, Vx, y = 2x » est vraie?
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Calcul des propositions et des prédicats

Il Approfondissements

Exercice 10

Soient P et Q deux propositions logiques. La proposition = Q = - P est appelée la
proposition contra posée de (P = Q).

1. A P’aide d’une table de vérité montrer que (P = Q) = (- Q = -P).

P=Q -P -Q -Q= (P

T << |7
<1< O

2. Exprimer a I’aide d’une phrase en francgais la proposition contra posée des proposi-
tions « s’il pleut alors le sol est mouillé », « si le soleil ne brille pas je reste a la mai-
son ».

3. Exprimer a I’aide d’une phrase en francais la proposition contraire des proposi-
tions précédentes.

Exercice 11

Soient P et Q deux propositions logiques. LLa proposition Q = P est appelée propo-

sition réciproque de (P = Q).

1. Donner la proposition réciproque des propositions vraies :
«a=3=a*=9»«a=3=a>=27»

2. Est-ce que les propositions réciproques sont vraies ?

Exercice 12: Le connecteur « Nand »

Soient P et Q deux propositions logiques. On appelle connecteur Nand le connec-
teur logique qui a P et Q associe la proposition notée Nand (P, Q) ou P|Q définie

par P|Q == (P A Q).
1. Déterminer la proposition P |P.

2. Ecrire a I’aide du seul connecteur « Nand » les propositions::
-PPvQ,PAQetP=Q.
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Calcul des propositions et des prédicats

Exercice 13

1. Soient x et y des variables réelles et P la proposition :
1
« Vx, Hy’ Yy = 5 x .

a) Est-que P est une proposition vraie ?
b) Enoncer - P.

2. Soient x et y des variables entiéres et P la proposition :
1
« Vx’ Hy, y = 5 x".

a) Donner un exemple montrant que — P est vraie.
b) En déduire la valeur de vérité de la proposition P.

Exercice 14

Soient x et y des variables réelles. On considere les prédicats :

Px):«x?+4>0»Q (x):«x+4=0»nR (x,y):¢«x*+1?>0 »

1. A P’aide du quantificateur universel transformer P (x) en proposition vraie ; a Paide
du quantificateur existentiel transformer Q (x) en proposition vraie; et a I’aide de
deux quantificateurs universels transformer R (x, y) en proposition fausse.

2. Donner alors la négation de ces propositions.
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Eléments de la théorie des ensembles

1. Définitions

1A. Ensemble — Appartenance

Un ensemble (noté généralement a I’aide d’une lettre majuscule), est une col-
lection d’objets distincts appelés éléments (noté généralement a ’aide d’une let-
tre minuscule).

Exemples
*V = {a,e, 1, 0, u, y} est ’ensemble des voyelles de I’alphabet francais.
* N, Z, Q et R sont respectivement les ensembles des entiers naturels
(N = {0, 1,2, 3,4,...}), des entiers relatifs, des nombres rationnels et des nom-
bres réels.
* « Les gens portant un pull gris » est un énoncé ne permettant pas de définir
un ensemble.

Si un élément a est ¢lément d’un ensemble E on note : a [1 E et ’on dira « I’élément a
appartient a ’ensemble E » ou « a est élément de ’ensemble E ».

Dans le cas contraire on note : a [1 E, et ’on dira « ’élément a n’appartient pas a ’en-
semble E ».

Exemples
100 0N, %D Z, VB8 Q, {B R.

On représente généralement un ensemble par un domaine plan, par exemple un dia-
gramme de Venn. Les ¢léments qui appartiennent a ’ensemble A sont représentés par
des points intérieurs a ce domaine.

A

L’ensemble ne contenant aucun élément est noté [1 ou encore { } et est appelé ensem-
ble vide.

Un ensemble peut se définir de 2 fagons :
* en extension : on énumere tous les éléments de ’ensemble ;
* en compréhension : on énonce une propriété commune a tous ses ¢léments.
A={x]| P(x)} (lire «A est’ensemble des x tels que P(x) »)

Exemple
{1, 2,3,5,6, 10, 15, 30} est un ensemble défini en extension et { x | x est un
diviseur de 30} est le méme ensemble défini en compréhension.

[ | Applications/Exercice 1
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1B. Sous-ensemble - Inclusion

Définition

On dit qu’un ensemble A est un sous-ensemble d’un ensemble B (ou que A est
inclus dans B), et on note A [] B, si tout ¢lément de A est aussi ¢lément de B.

Les ¢éléments x de A satisfont a la propriété :
SixOAalorsx B (oux A O x OB).

Exemples

a) SiA={1,3,5} et B={1,2,3,4,5, 6} alors A est un sous-ensemble de B :

A B.

b) Pour tout ensemble Aona [I]1 AetA A.

1C. Réunion - Intersection

Définition

On appelle réunion des ensembles A et B, I’ensemble constitué des éléments appar-

tenant a au moins un de ces deux ensembles.

® Cet ensemble est noté A [1 B (lire « A union B »).

Les éléments x de A [ B satisfont a la propriété :
xUJAOB =« (xUAOxOB).

La définition précédente peut aussi étre explicitée a ’aide de la table de vérité ci-dessous :

x LA x [B x UAB
\Y A% \%
\Y F \Y
F \% \%
F F F
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Exemple
SiA=1{1,2,3,4,5,6} et B={1,3,5,7} alors ALIB = {1, 2,3,4,5,6, 7}.

Remarquez ici que, par exemple ’élément 1 qui appartient a A et a B est présent une
seule fois dans A [ B.

Définition

On appelle réunion des ensembles A, pour : U {1, 2, ..., n}, Pensemble des €léments

appartenant a I'un au moins des ensembles A .

On note A, UA,U...UA, = UA, («réunion de 7 égale 1 a n des A, »).
i=1
Définition
On appelle intersection des ensembles A et B, ’ensemble constitué¢ des éléments
appartenant a ces deux ensembles a la fois.

Les éléments x de A n B satisfont a la propriétée : x A n B « (xUAOxOB).

B

m Cet ensemble est noté AnB (lire « A inter B »).

La définition précédente peut aussi étre explicitée a I’aide de la table de vérité ci-dessous :

xOA x B x UANB
\Y \% \%
\Y F F
F A% F
F F F

Exemple
SiA=1{1,2,3,4,5,6} et B={1,3,5,7} alors A n B= {1, 3,5}.
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Définition
On appelle intersection des ensembles A, , pour : I {1, 2, ..., n}, Pensemble des €lé-

ments appartenant simultanément a tous les ensembles A .

Onnote : A,NA,N... NA, = []A («intersection de i égale 1 & n des A »).

i=1

Définition
Les ensembles A et B sont dits disjoints si A n B = [, c’est-a-dire s’ils ne possedent
aucun ¢élément en commun.

N B

Q

Exemple
SiA=1{2,4,6,8 etB={1,3,5,7} alors:An B=1[1

[ | Applications/Exercice 2

1D. Complémentaire - Différence de deux
ensembles

Définition

Soient A et B deux sous-ensemble d’un ensemble Q.

On dira que les ensembles A et B sont complémentaires si EAUB -l
FANB=0

Le complémentaire de A par rapport a Q, constitué des ¢léments n’appartenant pas a
A, est noté Cé‘ (« complémentaire de A dans Q ») ou encore A (« A barre ») et Q est

appelé le référentiel.
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A

Exemple

Dans le référentiel Q = {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10} les ensembles
A=1{1,2,3,4,5,6} et B= {7,8,9, 10} sont complémentaires I’un de I’autre.

Les éléments x de A satisfont a la propriété :
xOA - (xQ0O xOA).

La définition précédente peut aussi étre explicitée a I’aide de la table de vérité ci-dessous :

x OA x OA
F Vv
\Y% F

Remarques

a)Q=0et0=Q.

b) Aet A sont disjoints par définition.

Définition
On appelle différence de deux ensembles A et B, notée A - B, I’ensemble consti-
tué des ¢léments appartenant a A et n’appartenant pas a B.

A-B=AnB = {x|]x A Ox OB}.

Exemple
SiA=1{1,2,3,4,5} et B={1,3,5,7,9} alors A -B = {2, 4}.

Remarque

Cette opération n’est ni commutative car A - B # B - A et ni associative car
(A-B)-C # A-(B-C).

[ | Applications/Exercice 3
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1E. Ensemble des parties d’un ensemble

Définition
L’ensemble des parties d’un ensemble E, noté P (E), est ’ensemble dont les élé-

ments sont tous les sous-ensembles de E.

® Les notations suivantes sont équivalentes : AU E « AU P (E).
On note aussi que ’on a toujours : E P (E) et LII P (E).

Exemple
SiE = {1, 2, 3} alors P(E) = { U, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

1F. Produit cartésien de deux ensembles

Définition
On appelle produit cartésien de A et B, et ’on note A x B (lire « A croix B »), I’en-
semble des couples (x ;y) tels que x [ A et y [1 B, soit encore :

AxB={x;y)|x0OA Oy OB}.

Exemple
SiA={1,2,3} et B= {a,b}.
A B a b
1 (1;a) (15b)
2 (25 a) (250
3 (33 a) (3;0)

alors AXxB={(13a),(130b),23a),2;0b),3;a),(3;0b)}.

Remarques

a) Les ¢éléments de A X B sont des couples : (x ;y) # (v ; x), et non des paires :
{x ;90 = {y;xh
b) AxB #B xA.

c) Onnote: AXA=A2 AXAXxA=A%..,AXAX..xA =A"(ici A est présent n
fois), ensembles respectivement formés de couples, de triplets, ... , de n-uplets.

[ | Applications/Exercice 4
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1G. Ensembles finis - Cardinal d’'un ensemble

Définition
Un ensemble E est dit fini s’il existe un entier naturel » tel que 1’on puisse numéro-

ter ses ¢léments de 1 a n. ’entier naturel n est appelé le cardinal de ’ensemble E.
On note : Card E = n.

Par définition Card [ = 0.

Exemple

SiA=1{1,2,3,4,5,6} et B={1,3,5,7} alors : Card A = 6 et Card B = 4.
A et B sont des ensembles finis.

Un ensemble E qui n’est pas fini est dit infini. Par exemple, N, Z et Q sont des ensem-
bles infinis.

Si A et B sont deux ensembles finis disjoints, c’est-a-dire tels que A n B = [, alors :
Card (A OO B) = Card A + Card B.
Si (A)) ; est une suite finie d’ensembles finis deux a deux disjoints, c’est-a-dire pour

lesquels A, n Aj = [0 (pour tous indices 7 # j), alors :
Card () A) = CardA, + CardA, + ... + CardA .
i=1

La somme Card A, + ... + Card A est notée Z Card A, (« sigma de 7 égale 1 a n de
Card A »). =

Soit Q un référentiel. Si A et B sont deux sous-ensembles de Q, alors :
Card (A 0 B) = Card A + Card B - Card (A n B).
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Exemple

Dans une classe, 18 ¢éleves font de ’anglais, 10 de I’espagnol et 7 font les deux langues.
Combien d’¢éléves sont dans la classe, si tous font au moins une langue ?

Soient A = { x | x fait de ’anglais } et E = { x | x fait de I’espagnol }.

A [0 E représente la classe et A n E représente les éléves pratiquant les deux langues.
Par hypothése Card A = 18, Card E=10et Card (A n E) =7,

Card AOE)=Card A+ Card E- Card(An E) =18+ 10-7 = 21,1l y a donc 21
¢leves dans la classe.

[ | Applications/Exercice 5

Propriété

Si Card E = » alors Card P (E) = 2".

(Ce qui se vérifie sur ’exemple du § 1E.).

[ | Applications/Exercice 6

Si A et B sont deux ensembles finis tels que A [1 B alors Card A < Card B.

Soit Q en référentiel et A un sous-ensemble de Q. On a :

Card A = Card Q - Card A.

Propriété

Si A et B sont des ensembles finis alors : Card (A x B) = (Card A) x (Card B).
Et pour 7 entier naturel : Card (A”) = (Card A)".

[ | Applications/Exercice 7
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2. Propriétés des opérations définies

sur les ensembles
Les propriétés des opérations [, n, A définies sur P(E) correspondent aux propriétés
des opérations logiques [J, [, 7. Ces propriétés sont donc identiques.

Elles peuvent étre aisément représentées a ’aide de diagrammes de Venn.

Propriété 1 (de l'inclusion)

a) Pour tout ensemble A : A [0 A (réflexivité).
b) Si A, B, C sont 3 ensembles tels que A [1 B et B [ C alors A [J C (transitivité).
c) SiAOBetBOA alors A =B (antisymétrie).

Propriété 2 (du complémentaire)

a) Si Q est le référentiel alors, Q = J et O = Q.

b)A = A. L
c) SiA 0B alors B I A.

Propriété 3 (de la réunion)

a) Idempotence : A1 A = A.

b) Commutativité : A [0 B =B [J A.

c) Associativité : (A1 B) 0 C=A [0 (B O C) que ’on peut donc noter A [1 B [ C.

d) Si A et B sont inclus dans C alors A [J B est inclus dans C :
ALCOBUOC)UOAUIBOCO).

e) SiA[Balors: Al B=B.

DA =AetAQ =Q (Q étant le référentiel).

Propriété 4 (de I'intersection)

a) Idempotence : A n A = A.

b) Commutativit¢ : A n B=B n A.

c) Associativité¢ : (An B) n C=A n (B n C) que I’on peut donc noter A n B n C.

d) Si A et B sont inclus dans C alors A n B est inclus dans C :
(AOCOBOC)O AnBOC.

e) SiAlBalors:An B=A.

HDANDO=0etAnQ=A(Q étant le référentiel).
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Propriété 5 (distributivité)

aA)ADBNC)=A0B)n (ADOCQ).
BDANBIC)=AnNB)I(AnNC).

Propriété 6 (loi de De Morgan)

[ | Applications/Exercice 8

3. Fonctions - Applications

3A. Fonction de E vers F - Application de E vers F

Définition
Soient E et F deux ensembles. Si a tout élément x de E est associé¢ au plus un élé-
ment y de F par une relation f alors on dit que f est une fonction de E vers F.

Remarque

« Au plus » signifie un ou aucun.

7
On note E]f E-F ou %E - F et x — f(x) se lira "x a pour image f(x)".
O x> fx) Be > f(x)

Une fonction de E vers F peut également étre définie par une représentation sagittale.

Exemple

f@) =f) =1; f(d) =3 a
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Définition
L’ensemble noté D r des x qui ont une image par f est appelé ensemble (ou domai-
ne) de définition de f.

Dans I’exemple précédent, I’élément ¢ n’ayant pas d’image : D = {a, b, d}.
Définition
Soient E et F deux ensembles. Si a tout élément x de E est associ¢ un élément y de
F par la fonction f alors on dit que f est une application de E vers F.

Exemple
/

fest une application de E = {a, b, ¢, d} vers F = {1, 2, 3, 4}.

Remarque

Soient f une fonction de E vers F et D - son ensemble de définition. Si E = D r alors

f est une application de E vers F.

Dans I’exemple précédent E = {a, b, ¢, d} = Df.

3B. Image d’une partie A de E - Image réciproque
d’une partie B de F

Définition
Soient E et F deux ensembles, A un sous-ensemble de E et B un sous-ensemble de

F. L’ensemble des images des ¢léments de A par f est appelé image de A par f. On
le note f(A).

L’ensemble des antécédents des éléments de B par f est appelé image réciproque
de B. On le note f1(B).
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Exemple

fa,ct) ={1,2} et f1({2,3,4}) = {bc, d}.
[ | Applications/Exercice 9

3C. Injection - Surjection - Bijection

Définition
Soient E et F deux ensembles, et f est une application de E dans F. On dira que :
fest une injection de E dans F si tout élément y de F admet au plus " un antécé-

dent x de E.
f est une surjection de E sur F si tout élément y de F admet au moins‘® un anté-

cédent x de E.
f est une bijection de E sur F (ou une application bijective de E vers F) si tout

¢lément y de F admet un et un seul antécédent x de E.

M Signifie un ou aucun.
@ Signifie un ou plusieurs.

E F E F E F

L |
- .

Injection Surjection Bijection
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® Pour déterminer si I’application f de E — F est une injection, une surjection ou une

bijection, on remarquera que pour a ¢lément donné de F :

a) Si I’équation f (x) = a admet au plus une solution x dans E alors f est une
injection.

b) Si I’équation f (x) = a admet au moins une solution x dans E alors f est une
surjection.

c) Si I’équation f (x) = a admet une et une seule solution x dans E alors f est une
bijection.

Exemples

On considére les applications f et g de R vers R définies par f(x) = x? et g(x) = 4-x.
1. Soit a un réel fixé, déterminons dans R le nombre de solutions de I’équation
f(x) = a dont I’inconnue est x.
f(x) =a = x*>=a.
Si a < 0 alors I’équation n’a pas de solution, donc f n’est pas surjective.
Si a = 0 alors I’équation n’a qu’une solution x = 0.

Si a > 0 alors I’équation a deux solutions : x = \/;ou X =- \/a, donc f n’est
pas injective.

2. Soit a un réel fixé, déterminons dans R le nombre de solutions de I’équation
g(x) = a dont 'inconnue est x.

gx) =a = 4-x=adoud-a=x

L’équation g(x) = a admet une et une seule solution x dans E donc f est une
bijection de R dans R.

[ | Applications/Exercice 10

Définition
Soient f une application de E dans F et g une application de F dans G.

On appelle application composée de f par g ’application notée gof définie de E
vers G par :

gof(x) = glf(x)].
Exemple

On consideére les applications f et ¢ de R dans R définies par :
f(x) =4-xet g(x) =x°-5.

cgof(x) = glf()] = (Fx))?-5=(4-x)?-5=x"-8x + I1.

fog(x) =fle()] =4-g(x) =4-(x*-5 ==9-x.

On remarque que gof(x) # fog(x)
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Propriété 1

La composition des applications n’est pas commutative, c’est-a-dire si f et g sont
deux applications alors gof # fog.

[ | Applications/Exercice 11

Propriété 2

Si f, g et h sont trois applications alors (hog)of = ho(gof).
La composition des applications est donc associative, et I’on peut noter :

hogof = (hog)of = ho(gof).

3E. Bijection réciproque

Soit fune application bijective de E vers F. Tout ¢lément x de E admet une et une seule
image y car f est une application, et tout élément y de F admet un et un seul antécé-
dent x de E car f est bijective.

Définition

Soit f une application bijective de E vers F. On appelle application réciproque de :
Ef E - F
O Xy

et ’on note f, ’application qui a tout réel y associe son unique antécédent x :
Of':F - E
0 v X

L’application f-! est elle-méme bijective.
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Exemple
On considere I’ application f définie de R vers R par f(x) = % x +3.

Notons y = f(x). Pour x réel, y = %x +3 =« x =2y -6,

donc tout ¢lément y de R admet un et un seul antécédent x de R et f est une
bijection.

O R &
£ 'est définie par [[f ‘R - R
0 y—2y-6

. D -1 :R — R
ou encore en changeant de notation
] xP—2x-6

Si f est une bijection de E vers F et £/ est sa bijection réciproque, alors :

flof =fof' () =x

Exemple
. gh:R-R e Of*:R - R
Si f est définie par O 1 alorsf ™ est définie par [

g xn—>5x+3 1 XH—>2X-6
etona:
£ of (x) = f [f(x)] =2f(x) -6 =2 %x+3g—6=x

fo £7(x)=f [f7(x)] =%f"1(x)+3=%(2x—6)+3=x.

[ | Applications/Exercice 12
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Exercices autocorrectifs
LI Applications

Exercice 1

Dans le référentiel Q = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9}, on considere les sous-ensembles :
A={x|xQ0x<5} ; B={0,2,4,6,8 ; C={0,3,6,9}.

1. Définir A en extension.

2. Définir les ensembles B et C en compréhension.

3. Représenter Q, A, B et C a I’aide d’un diagramme de Venn.

Exercice 2

Dans le référentiel Q = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, on considere les sous-ensembles :
A=1{0,1,2,3,4, ; B=1{0,2,4,6,8 ; C=1{0,3,6,9}.

1. Déterminer en extension les ensembles : ALIB, AnB, (ALB)nC, Al (BnC).

2. Est-ce que les ensembles A et B sont disjoints ? Est-ce que B et C sont disjoints ?

Exercice 3

Dans le référentiel Q = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9}, on considere les sous-ensembles :
A=1{0,1,2,3,4, ; B=1{0,2,4,6,8 ; C=1{0,3,6,9}.

1. Est-ce que les ensembles A et B sont complémentaires ?

2. Déterminer en extension les ensembles : A; B;A B ;A0B ; (AB)n C;AOBn Q).

3. Déterminer en extension les ensembles : A-B ;B -A ; (ALB) - C.

Exercice 4

Dans le référentiel Q ( = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} , on considere les sous-ensembles :
A={1,4} ; B={1,3,5}.

Déterminer en extension les ensembles produits A x B et B X A.

Exercice 5

Dans une classe de 25 éléves, 17 éléves font du football, 12 font de la natation et 5
¢leves ne font aucun sport. Combien d’éléves pratiquent les deux sports ?

On posera F = {x | x fait du football}et N = {x|x fait de la natation}.
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Exercice 6

Dans le référentiel Q = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9} , on considére les sous-ensembles :
A=1{1,4};B = {1, 3, 5}.
1. Déterminer Card A et Card B. En déduire Card P (A) et Card P (B).

2. Déterminer en extension les ensembles P(A) et P(B). Vérifier le résultat précédent.

Exercice 7

On considere les ensembles définis en compréhension par :
A = {x|x est un diviseur de 45} ; B = {x|x est un diviseur de 30}.

1. Déterminer en extension les ensembles A, B et AnB et indiquer Card A, Card B
et Card(AnB).

2. Sans les déterminer en extension, en déduire le nombre d’éléments des ensembles
A 0B, A - B, de I’ensemble produit A x B et de I’ensemble produit A3

Exercice 8

1. Complétez la table de vérité ci-dessous :

xOA x0B | x0C | xUAB x{ AOB)nC | xOANC |xOBnC |x{ AnC) I BnC)

Vv Vv \4

b i< i< <
< < T <
i< |1|i< |1 < |1

Que concluez-vous ?

2. Complétez la table de vérité ci-dessous :

o
D
os]l

x0OA xOB | xOA x0B x 0 AB xOA x O

O

\4
Vv
F
F

< T < | O

Que concluez-vous ?
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Exercice 9

On consideére la fonction fde E = {a, b, ¢, d} vers F = {1, 2, 3, 4, 5} définie par :
fla) =2;f(b) =3;f(c) =5;fd = 3.

1. Donner la représentation sagittale de f.

2. Quel est le domaine de définition D x de f? Est-ce que f est une application ?

3. Quelle est I’'image de A = {a, b, d} par f?
4. Quelle est I'image réciproque de B = {1, 2, 5} par f?

Exercice 10

On consideére la fonction fde E = {a, b, ¢, d} vers F = {1, 2, 3, 4, 5} définie par :
fla) =2;f(b) =3;f(c) =5;fd = 3.

1. Résoudre dans A les équations d’inconnue x : f{x) = 3 et f(x) = 1.

2. Est-ce que f est injective ? surjective ? bijective ?

Exercice 11

On considere les applications f et ¢ de R dans R définies par :
f(x) =x? + 1 et g(x) = 2x+5.

Déterminer les applications composées gof, fog, fof et gog.

Exercice 12

On considére ’application f définie de R vers R par f(x) = x + 5.
1. Monter que f est bijective.

2. Déterminer sa bijection réciproque f L.
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Eléments de la théorie des ensembles

Il Approfondissements

Exercice 13

1. Si A, B et C sont trois ensembles, montrer que :

Card (AOBOC) = Card A + Card B + Card C - Card (AnB) - Card (BnC)
- Card (CnA) + Card (AnBnC).

Exercice 14

Dans une classe de lycée les éleves peuvent choisir les options : musique, dessin et 3¢
langue vivante.

On sait que 11 éleves font de la musique, 15 font du dessin , 5 font les deux, 12 font
une LV3, 2 font les trois activités, 4 ne font que du dessin et une L.V3, 1 ne fait que
de la musique et une LV3. Enfin 3 él¢ves ne font aucune activité.

Combien y a-t-il d’¢éleves dans la classe ?

Exercice 15

On appelle différence symétrique de deux ensembles A et B, et ’on note A A B,
I’ensemble des ¢léments n’appartenant qu’a I’un et I’un seulement des ensembles A
et B, soit encore :

AAB={x | xOAetxOB)ou(xUOAetxB)} =A-B)UOB-A).
On considére les ensembles A = {0, 2, 3,4, 6} et B = {1, 4, 5, 6}.

1. Les représenter a ’aide d’un diagramme de Venn.

2. Déterminer en extension les ensembles : A A B, B A A.

Exercice 16

Soit A et B deux ensembles.

Montrer que ’opérateur différence symétrique vérifie les deux propriétés suivantes :
a) AA B =B A A (commutativité) ;

b)siAllBalors AAB=B-A.

Exercice 17

On dira que 7 ensembles non vides A, A,, ..., A réalisent une partition d’un

ensemble A si :
a)lJ A=A;
i=1

b) les ensembles A, sont deux a deux disjoints c. a. d : A, mA]. = @ pour tous indices 7 # .
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1. Est-ce-que les ensembles A = {0, 2, 6}, B = {1, 3,5, 7}et C = {0, 1, 4, 9} réali-
sent une partition de ’ensemble Q = {0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9}?

2. Déterminer ’ensemble D afin que A, B et D réalisent une partition de I’en-
semble Q.

Exercice 18

On considére les applications f définie de [0 ; +oo[ dans R par f(x) = x? + 1 et g défi-
x—1

nie de R - {2} dans R - {1} par g(x) = Pl
o—

En déterminant, pour a réel donné (a # 1), le nombre de solutions des ¢quations d’in-
connue x :

Bf (x)=a (x)=a
%D[O;m[ . %DR— 2

1. Montrer que f est injective.
2. Montrer que g est bijective.

Exercice 19

Soit fune application injective de E — F. Pour tous x et x’de E, x Z x [ f(x) £ f(x’).
Par contraposition on aura donc : Pour tous x et x’ de E, f(x) =f(x’) U x = x".
Pour déterminer si une application f de E - F est une injection, il suffira d’établir
que : f(x) =f(x’) O x =x"

Soit f P’application de [0 ; +o[ dans R définie par f(x) = x° + 1. Montrer que f est
injective.

Exercice 20

3x—1
On considére ’application f définie de R - {3} dans R - {3} par f(x) = Y3
1. Montrer que f est bijective.
2. Déterminer sa bijection réciproque f1.

3. Représenter f et 7! dans un repére orthonormé.
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Algebre de Boole

| Prérequis

* Eléments de logique
* Notions sur les ensembles

| Objectifs

e Effectuer des calculs permettant de simplifier des expressions booléennes

| Contenu

1. Définitions - Propriétés

2. Représentation des fonctions booléennes

2A. Représentation des fonctions booléennes a 2 variables
2B. Représentation des fonctions booléennes a 3 variables

3. Simplification des expressions booléennes

3A. Méthode algébrique

E Méthode graphique pour les fonctions booléennes a 2 variables
i Meéthode graphique pour les fonctions booléennes a 3 variables

4. Exemples d'applications
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Algébre de Boole

1. Définitions — Propriétés

Définitions
On considére un ensemble B muni de deux opérations que nous noterons pour cette
définition + et .

On dira que le triplet (B, +, .) constitue une algébre de Boole si, quels que soient
les éléments a, b, c de B les opérations vérifient les propriétés suivantes :

1)a+b0Bet a.b 0B (on dit que + et . sont deux lois de composition interne) ;

2) chaque opération admet un ¢élément unique noté respectivement O et 1, appelé
élément neutre, vérifiant :

a+0=0+a=a ; al=1l.a=a
3)a+b=b+a e ab =b.a (on dit que les opérations + et. sont commutatives) ;
4) chacune des opérations est distributive par rapport a l'autre :
a.(b+c¢) =ab+ac
a+ (bc) =(a+b).(a+c)
5) tout élément a admet un élément unique noté a, appelé complémentaire de a, véri-
fiant :

a.a=0 3 a+a=1
Le produit booléen a.b est encore noté ab et les ¢léments de B sont appelés varia-
bles booléennes.

Propriété 1 (Associativité)

Si a, b et ¢ sont des variables booléennes alors :
at(@b+c)=(a+b +c
a.(b.c) = (a.b).c
Les opérations + et . sont dites associatives et 1'on peut donc écrire les expressions
précédentes sans parenthese :
a+®b+c)=(a+b) +c=a+b+c
a.(b.c) = (a.b).c = abc

[ | Applications/Exercice 1

Exemples d’algébre de Boole:
1. Soit B = {0 ; 1} muni des deux opérations notées + et .
définies par leur table de Pythagore :

+ 0 1 . 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1
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Alors (B, +, .) est une algebre de Boole. On note pour les complémentaires que
1=0et0=1.

2. Si E est un ensemble et P (E) l'ensemble de ses parties alors (P (E), n, [) et
(P (E), J, n) sont aussi des algébres de Boole.

Définition
Soit B une algebre de Boole.

On appelle fonction booléenne de 7 variables a,, a,, ..., a, toute application

f: B” — B
(ay5a,5a55 ...5a,) = flasa,5a,5 ... 5 a,)
Exemples
:B2 - B :B3 - B
1) —_ 2 __ __ _
Ha;b)— f(a;b)=ab Ha;b;c0) fl(as;bs;c)=ab+ab+ac+bc

Les expressions booléennes (expressions faisant intervenir des variables booléennes et
les lois de composition + et .) peuvent dans de nombreux cas étre simplifiées. Pour
cela, outre les propriétés qui définissent une algebre de Boole (B, +, . ) on utilise pour
leur simplification les propriétés suivantes :

Propriété 2 Idempotence - Eléments absorbants

Si a est une variable booléenne alors :
a+a=a ; a.a=a (idempotence)
at1=1;a.0=0

(On dit que 1 est élément absorbant pour + et que 0 est élément absorbant pour.)

En effet :

ca=a+0=a+ (a.a) = (a+a). (a+a) (distributivité de + par rapport a .).
Doua=(a+a).l=a+a.

cat+l=a+(a+a)=((a+a)+a=a+a=1.

caa=aa+0=aa+aa=a. (a+a) =al=a.

cal0=a.(a.a) =(a.a).a=a.a=0.

Exemples
Soient A =b(a+b)a;B=ab (a+bc)etC=(a+b(a+c).
A=b(a+b)a=ba (a+b)=baa+bab=baa+bba
= b.a + b.a = b.a (par idempotence).
B = ab. (a + bc) = aba + abbc.
=aab+abbc=0 + a.b.c (car aa =0 et bb=b)
= abc.
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@)
I

(a+b)(a+c)

aa + ac + ba + bc (par distributivité)
a+ac + ba + bc (car aa = a)

a.(1 +c+b) + bc

a.l + bc (car 1 est élément absorbant pour +)
=a + bc.

[ | Applications/Exercice 2

Propriété 3
Si a est une variable booléenne alors il n’éxiste qu’une seule variable booléenne x

vérifiant :
a+x=1etax=0:cestlavariable a.

Propriété 4

Si a est une variable booléenne, a son complémentaire et a le complémentaire de a, alors :

Sl

= a.

En effet : a et a sont complémentaires, donca +a =l eta. a =0
orat+a=1letaa=0

d’ott @ = a en appliquant la propriété 3.

Exemple
Le complémentaire de ab + ¢ est ab + c.

Propriété 5 : régle de De Morgan

Si a et b sont deux variables booléennes, a et b leurs complémentaires, alors :
a+b =ag.betab =a+b

En effet :

(@a+b)+@.b)=(a+b+a).(a+b+b) =(1+b.(1+a) =1.1=1
et(@a+b). (@.b)=(a.b.a)+ (a.b.b)=0+0=0

donc (a+b) et a .b sont complémentaires.

Dota+b =a.betab = a+ben appliquant la propriété 4.
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[ | Applications/Exercice 3

Propriété 6 - Regle d'absorption

Si a et b sont des variables booléennes alors :
a+ta.b=a+b

En effet :
a+a.b=(a+a) (at+b) (distributivité de + par rapport a .)
=1l.(a+b) =a+b

Exemples
SiA=b+bcalors A=b+c
Si B = abc + ac alors B = c(a+ab) = c(a+b) = cb + ca = ac + bc

[ | Applications/Exercice 4

Remarque
De:1+0=1¢et1.0=0,o0n déduit de la propriété 3 que :
1=0et0=1
Définition

Un minterme de 7 variables booléennes est un produit de ces » variables ou de leurs
complémentaires

Exemples
1. Soit deux variables a et b, alors a.b et a.b sont deux mintermes

2. Soit trois variables a, b et ¢, alors abc est un minterme par contre ab ne Pest
pas.
Définition
On appelle forme canonique disjonctive de la fonction f son écriture sous forme
de somme de mintermes (cette décomposition est unique).
Exemple

flayb) = ab+ a b est sous forme canonique disjonctive, mais g(a ;) = a + ab

ne l'est pas. Sa forme canonique disjonctive est g(a ; b) = ab + ab + ab.
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2. Représentation des fonctions booléennes

2A. Représentation des fonctions booléennes a 2 variables

Les fonctions booléennes de 2 variables a et b sont représentées par le tableau ci-des-
sous appelé tableau de Karnaugh. Chaque case représente un produit des variables a, b
ou de leur complémentaire et chacun de ces produits est appelé un minterme.

Pour une fonction de 2 variables ils sont au nombre de 4.

b
a 0 1
0o | @ b | a.b
a.b ab
1

Pour représenter une fonction f, on met en évidence les mintermes composant f en
notant 1 dans les cases pour lesquelles f = 1.

Exemple 1 3
Pour f(a ;b) = ab + ab,on a :
b
a 0 1
0 1
1
1
ab + ab
Exemple 2
Pour g(a;b) =a +ab,on a:
b
a 0 1
0 1
1 1
1
a+ab

a est représenté par 2 cases adjacentes (ab et ab).
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Remarque

Lorsque l'on passe d'une case a une autre case du tableau, et si une des variables seule-
ment change d'état, les cases correspondantes sont dites adjacentes. Par exemple, les
cases correspondant aux mintermes ab et ab sont adjacentes mais les cases correspondant
aux mintermes ab et ab ne le sont pas.

b
a 0 1
0
1
Cases adjacentes Cases non adjacentes
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2B. Représentation des fonctions booléennes a 3 variables

* Représentation d’une variable et de son complémentaire

bc
a 00 01 11 10 Représentation de a

bc
a 00 01 11 10 Représentation de b
0 1 1
1 1 1
bc
a 00 01 11 10 Représentation de ¢
0 1 1
1 1 1
bc
a 00 01 11 10 Représentation de a

bc
a 00 01 11 10 Représentation de &
0 1 1
1 1 1
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bc
a 00 01 11 10 Représentation de ¢
0 1 1
1 1

* Représentation des produits de 2 variables ou leurs complémentaires

bc
a 00 01 11 10 Représentation de ab
0
1 1 1
bc
a 00 01 11 10 Représentation de ac
0
1 1 1
bc
a 00 01 11 10 Représentation de bc
0 1
1 1
bc
a 00 01 11 10
0 | 1 Représentation de ab
1
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bc
a 00 01 11 10 Représentation de ab
0
1 1 1
bc
a 00 01 11 10 Représentation de b¢
0 1
1 1
bc
a 00 01 11 10 Représentation de bc
0 1
1 1
bc
00 01 11 10 Représentation de @b
0 1 1
1
bc
00 01 11 10 Représentation de b¢
0 1
1 1
bc
00 01 11 10 Représentation de ac
0 1 1
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bc
@ 00 0l 11 10 Représentation de ac
0 1 1
1
bc
a 00 01 11 10 Représentation de ac
0
1 1

* Représentation des mintermes

bc
a 00 01 11 10 Représentation du minterme abc
0 1
1
bc
a 00 01 11 10 Représentation du minterme abc
0 1
1
bc
a 00 01 11 10 Représentation du minterme abc
0 1
1
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bc
a
0
1
bc
a
0
1
bc
a
0
1
bc
a
0
1
bc
a
0
1

Algébre de Boole

00 01 11 10
1

00 01 11 10

1

00 01 11 10

1
00 01 11 10
1

00 01 11 10

1

Représentation du minterme abc

Représentation du minterme abc

Représentation du minterme abc

Représentation du minterme abc

Représentation du minterme abc
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* Représentation d’une fonction booléenne quelconque de 3 variables

La représentation a I’aide d’un tableau de Karnaugh d’une fonction booléenne quel-
conque s’effectue en combinant les différentes représentations ci-dessus.

Exemples
1. Pour f(a ;b ;¢) = abc + abc + abc on a :
bc
a 00 01 11 10
0 1 1
1 1
2. Pour f(a;b;c) =ab +ac+abcona:
bc
a 00 01 11 10
0 1 1
1 1 1
3. Pour f(a;b;¢c) =abc+c+abona:
bc
a 00 01 11 10
0 1 1
1 1 1 1

82930 TG PA 01 @



Algébre de Boole

[ | Applications/Exercice 5

Remarque

Pour 3 variables booléennes : 4 cases du tableau de Karnaugh sont dites adjacentes
si elles peuvent s’écrire a I’aide d’une seule variable et 2 cases sont dites adjacentes
si elles peuvent s’écrire a ’aide d’un produit de 2 variables.

1. Exemple de cases adjacentes :

Eml B8 |

ac c b

ac a

2. Exemple de cases non adjacentes :

Elles ne peuvent pas s’écrire a I’aide d’un produit de 2 variables ou avec 1 variable.
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3. Simplification des expressions booléennes

3A. Meéthode algébrique

Les calculs s'effectuent en utilisant les régles de calcul (associativité, commutativité,
absorption, idempotence, distributivité par rapport a chaque loi, etc.) vues précédemment.

Exemple

Soit (B, +, . ) un triplet muni d'une structure d'algebre de Boole.
Soit f: B3> — B la fonction de trois variables booléennes a, b, ¢ définie par :
f(a, b, ¢) = abc + ac +abc + abc

On peut, par exemple, écrire : f(a, b, ¢) = a.(bc + ¢ +bc) +abc
d'ou : f(a, b,c) =a.fc. (b+1) + bc] + abe

=a.[c +bc] + abc (carb+1=1)

=a. (c +b) + abc (carc + bc =c + b)

=ac + ab + abc

=ac+ b(a + ac)

=ac+b(a+c) (cara+ac=a+oc).
Et finalement : f(a, b,¢) = a.c + a.b + b.c.

[ | Applications/Exercice 6

3B. Méthode graphique pour les fonctions

booléennes a 2 variables

Pour simplifier une expression booléenne, on remplace deux cases adjacentes par une
seule variable.

Exemple
Pour g définie par gla; b)) =a + ab, on a:
b
a 0 1
0 1(1)
1(2) | 13)
1

On remplace (2) et (3) par a et (1) et (3) par b
Doug(a;b) =a+ab=a+b
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3C. Méthode graphique pour les fonctions

booléennes a 3 variables

Pour simplifier I'écriture d'une fonction a l'aide d'un tableau de Karnaugh, on regroupe
les cases adjacentes par quatre (si cela est possible) ou par deux que 1'on remplace a 1'ai-
de de 1 (’unique variable qui ne change pas d’état dans les 4 cases) ou 2 variables (les
deux variables qui ne changent pas d’état dans les deux cases) respectivement.

Chaque case doit €tre prise dans au moins un regroupement du tableau contenant un «1».

Exemples
1. Pourf(a; b; ¢) = abc + abc + abcona :

bc
a 00 01 11 10
0 1 1
(@) 2
1
1 3)

Le regroupement des cases notées (1) et (2) peut €tre remplacé par le produit
ab (ici a et b ne changent pas d’état) ; celui de (1) et (3) par le produit bc (ici
b et ¢ ne changent pas d’état). Sous forme simplifiée on aura donc : f(a ;b ;¢) =

ab + be.
2. Pour f(a, b,c) = abc + abc + abc + abc, on a :
bc
a 00 01 11 10
0 (})
1 1 1
1 @ | 6| ®

On peut effectuer trois regroupements de 2 cases adjacentes ; ainsi le produit
a.c remplace le regroupement des cases (2) et (3) ; le produit b.c remplace celui
des cases (1)et (3) et le produit a.b remplace celui des cases (3) et (4), d'ou l'ex-
pression de f, somme de ces trois produits booléens :

f(a, b,c) =a.b+a.c+b.c.

3. Pour f(a ; b ;¢c) = abc + abc + abc + abc, on a :

bc
a 00 01 11 10
o 1 1 1 1
(€)) (2) 3 @
1
1 ©)
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Le regroupement des cases notées (1), (2), (3), et (4) peut étre remplacé par la varia-
ble a et celui des cases notées (3) et (5) peut étre remplacé par le produit bc. Sous

forme simplifiée on aura donc : f(a ;b ;¢) = a + be.

4. Pour f(a ;b ;¢c) = ab + bc + a ¢, on voit de méme que f(a;b;c) =b+ac.

bc

a 00 01 11 10
0 1 1 1
] 1 1

| | Applications/Exercices 7, 8

Remarques

a) La complémentaire f d'une fonction booléenne f est représentée par un tableau de
Karnaugh comportant des « 1 » dans les cases vides du tableau représentatif et rien
dans celles ou des « 1 » sont présents .

Ainsi si on reprend la fonction f(a, b, c) = abc+ abc + abc, de I’exemple 1, ]7 sera repré-
sentée par le tableau suivant :

bc
a 00 01 11 10
0 1 1
(1) )
1 1 1
1 3) (4) 5)

Pour simplifier f on fait dans cet exemple deux regroupements, un de 4 cases adjacen-
tes et ’autre de 2 cases adjacentes (vous remarquerez que la case notée (5) a extré-
mité droite du tableau, constitue un groupement avec la case sur la méme ligne notée
(3) a ’extrémité gauche du tableau).

Les cases adjacentes (1), (2), (3) et (4) peuvent étre remplacées par b (ici b est la seule
variable qui ne change pas d’état dans les 4 cases).

Les cases adjacentes (3) et (5) peuvent étre remplacées par ac. (ici a et ¢ ne changent
pas d’état).

D’ou I’expression simplifiée de]7 :

f (a,b,c) =b+ac
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b) L'écriture de la forme simplifiée d'une fonction booléenne obtenue a l'aide d'un

tableau de Karnaugh n'est pas unique.

Ainsi pour la fonction f définie par le tableau de Karnaugh suivant :

bc
a 00 01 11 10
0 | 1 1 1
(D 2 3
1 1
1 ) 3)

f(a, b,¢c) = ab+ac+a.csilon regroupe les cases (1) et (2) 5 (4) et (5) ;5 (3) et (1)
f(a, b,¢c) = bc+ac+a.csilon regroupe les cases (2) et (4) ; (4) et (5) 5 (3) et (1)
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4. Exemple d'applications

Entre autres applications, l'algébre de Boole est utilisée en automatisme, électricité,
¢lectronique, ... Elle permet de simplifier la réalisation de circuits électriques ; et ces
derniers permettent de visualiser les opérations booléennes. Par exemple dans les mon-
tages suivants :

b
[ e

Montage en paralléle Montage en série

Notons a = 1 I'état ou l'interrupteur a est fermé (et le courant circule) et a = 0 1'état
contraire. Méme chose pour b.

Notons f(a,b) I'¢tat ou se trouve la lampe L, en fonction de I'¢tat des interrupteurs a et b.
Notons g(a,b) l'état ou se trouve la lampe L., en fonction de I'état des interrupteurs a et b.

Si f(a, b) = 1 et g(a, b) = 1 signifient que les lampes L, et L, sont allumées, alors nous
aurons la table de vérité suivante des différents états :

] [ i e | e
0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 ! 0
1 0 1 0 ! 0
1 1 1 1 ! '

On en déduit que : f(a, b) = a+b et g(a, b) = ab.

Un produit booléen sera donc associé a un montage en série, une somme booléenne a
un montage en parallele.

Les calculs booléens permettent ainsi de modéliser et de simplifier des circuits plus
complexes comportant des montages en série, en parallele, boutons poussoirs, va et
vient, etc.
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Exercices autocorrectifs
LI Applications

Propriétés élémentaires

Exercice 1

Simplifier ’écriture des expressions A = (a + b).; etB= (b +I_9); +c(a +;),

Exercice 2

Idempotence - Eléments absorbants

Développer et simplifier les expressions :

A= a(a+b),B = (a +b)a+c)etC = (a+b)(a+b).

Exercice 3

Regles de De Morgan

Déterminer le complémentaire des expressions :

A=a b.c:B=ac+b +b:C = ab +a.b.

Exercice 4

Regle d’absorption

Simplifier ’écriture des expressions : = a+ab, B=a+abetC = ¢+b.c.
p p 5

Représentations

Exercice 5

Tableaux de Karnaugh

Représenter les tableaux de Karnaugh des fonctions définies par :

f(a,b) =ab +ab +ab et gla,b,c) = ac +abc + a ¢ +abc +abe.
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Simplifications

Exercice 6
Simplification par la méthode algébrique

Simplifier les expressions A = ab+ab + al?, et B=a +abc + a ¢ +abc +abe

a ’aide des régles usuelles du calcul booléen.

Exercice 7

Tableaux de Karnaugh
Les fonctions f et g sont représentées par les tableaux de Karnaugh ci dessous :

bc bc

a 00 01 11 10 a 00 01 11 10
0 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1

Donner une expression simplifiée de f{a,b,c) et de g(a,b,c).

Exercice 8

Simplification par tableaux de Karnaugh
Simplifier les expressions de I’exercice 6 a I’aide d’un tableau de Karnaugh.
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Algébre de Boole

Il Approfondissements

Exercice 9

Meéthode algébrique

Développer et simplifier les expressions :

A=(a+bc)(a+b), B= (a + bc).(abc +b) et C= ab (ab + bc + ca).

Exercice 10

Meéthode algébrique - Tableaux de Karnaugh

Simplifier les expressions booléennes :
A= bc + al;c + ;Z ; B =abc +Zch +c_12 +ab; 5
C=ab +bc+ ca +c_zb; ;s D =abc +c_zbc +;b; +al;; +a5c.

1. A ’aide d’un tableau de Karnaugh.
2. A P’aide des régles usuelles du calcul booléen.

Exercice 11

On définit les opérateurs T et [] respectivement par :
aTb=ab+ ab;alb= ab+ ab.

1. Calculer : a T B, aldhb.

2. Vérifier que : aldb=aTbh=aTb=4a b.

Exercice 12

Soit fla fonction de quatre variables booléennes a, b, ¢, d définie par :

f@a, b, ¢, d = ab.cd + ac.d + a.bed +be + ab.cd +abd +abec.

1. On suppose que la variable d prend la valeur 1.
Ecrire f comme somme de trois variables booléennes : g(a, b, ¢).

2. Simplifier la fonction g.
a) Par la méthode algébrique.
b) A I’aide d’un tableau de Karnaugh
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Algébre de Boole

Exercice 13

L'opérateur « nand »
L’opérateur « nand » est défini par nand (a, b) = a | b = ab=a+b.

a) Calculer (a|a) et (ala)|a.

b) Est-ce que opérateur est commutatif ?

c¢) Exprimer a, a+b et ab uniquement a I’aide de ’opérateur nand.

d) Si ¢ = 0, exprimer g(a, b, ¢) (g définie dans I’exercice 12) uniquement a ’aide de
I’opérateur nand.

Exercice 14

L'opérateur « nor »

L’opérateur « nor » est défini par nor (@ 0) = al b= a+b=a.b.

a) Calculer (al a)et(a ! a) | a.
b) Est-ce que 'opérateur est commutatif ?
c) Exprimer a, a+b et ab uniquement a ’aide de ’opérateur nor.

Exercice 15
( BTS IG juin 1998)

1. On considere un ensemble E muni d’une structure d’algebre de Boole.

a) Soit ’expression A = abc + abc + abe

ou a, b et ¢ désignent trois éléments de E. Simplifier A a I’aide d’un tableau de
Karnaugh.

b) Montrer, par un calcul direct, que : A = ac + abc ou encore : A = ac + bc.

2. Un immeuble comprend six logements dont les surfaces figurent dans le tableau

ci-dessous :
Numéro du logement 1 2 3 4 5 6
Superficie en m? 55 | 105 | 112 | 228 | 247 | 253

Les logements 1 et 3 appartiennent a Monsieur A, les logements 2 et 4 appartiennent
a Madame B, les 5 et 6 appartiennent a Monsieur C. Chacun détient a I’assemblée des
copropriétaires un nombre de voix égal a la superficie totale de ses logements, expri-

meée en m2. Ainsi, Monsieur A dispose de : 55 + 112 = 167 voix.
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Algébre de Boole

Une proposition concernant le remplacement de la chaudiére est mise au vote a 1’as-
semblée. Pour étre adoptée, elle doit recueillir la majorité des voix, soit 501 voix.

Si A vote « pour », son vote favorable est désigné par a. S’il vote « contre », ou §’il s’ab-
stient, son vote est désigné par : a. De méme pour B et C.

a) Quelle situation de vote traduit le produit booléen : a b ¢ ?
b) Recopier et compléter le tableau ci-dessous pour les 8 situations de votes possibles.

Situations possibles | Nombre de voix Proposition votée (noter oui ou non)

abc 1 000 oui

abec

a_bc

abc

abc

abc

abc

abc

c) Ecrire ’expression booléenne qui exprime la condition pour que la proposition soit
adoptée.

d) En utilisant les résultats de la question 1., écrire cette condition sous forme sim-
plifiée, puis la traduire par une phrase explicative.

Exercice 16
(BTS IG juin 2001)

Un reglement administratif concerne les trois catégories d’individus suivantes :

- les hommes de moins de 50 ans ;
- les non-salariés ayant 50 ou plus de 50 ans ;
- les femmes qui sont soit salariées, soit non salariées et qui ont moins de 50 ans.

On définit quatre variables booléennes 4, a, s, r ainsi :

x désignant un individu quelconque,

h =1 si x est un homme (h = 0 sinon)
a = 1 si x est agé(e) de 50 ou plus de 50 ans (a = 0 sinon)
s = 1 si x est salarié(e) (s = 0 sinon)
r = 1 si x est concerné(e) par le réeglement (r = 0 sinon)
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Algébre de Boole

1. Quels sont les individus x pour lesquels on a 4 a=1°?

2.0nadmetquer=h.a+s.a+h (s +s.a).
a) Représenter r par une table de Karnaugh (ou une table de vérité).
b) En déduire une expression simplifiée de r.
c) Quelle est la catégorie d’individus non concernés par le réglement ?

3. En utilisant uniquement le calcul booléen, montrer que :

ha+s.a+th(s+sa) = a+s +h.
(On pourra utiliser les propriétés suivantes, vérifiées par deux variables booléennes y et 2 :
ytyz=yety+y.z=y+2).

[1T] Travaux pratiques

A. Soit fla fonction booléenne de quatre variables booléennes a, b, ¢, d définie par :
f(a, b, ¢, d) = ab + bed +abcd + abc +abed

Si d prend la valeur 1, on note g la fonction de trois variables définie par :
g(a, b, ¢) = f(a, b, ¢, 1).
1. Expliciter g(a, b, ¢).
2. Simplifier la fonction g en prenant la méthode de votre choix : méthode algébrique

ou tableau de Karnaugh.

3. Déterminer la fonction g, complémentaire de la fonction g.

B. Dans une entreprise, les personnes pouvant bénéficier de I’attribution d’une prime
sont les suivantes :
* Toute personne de plus de 40 ans, ayant plus de 10 ans d’ancienneté.
» Toute personne de plus de 10 ans d’ancienneté ayant suivi un stage de formation
dans les cinq derniéres années, et gagnant moins de 1500 € par mois.

*» Toute personne de moins de 40 ans, qui n’a pas suivi de stage de formation dans les
cinq derniéres années, mais ayant plus de 10 ans d’ancienneté et gagnant moins de

1500 € par mois.

* Toute personne de moins de 40 ans, ayant moins de 10 ans d’ancienneté mais qui a
suivi un stage de formation dans les cinq dernicres années.
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Algébre de Boole

» Toute personne de plus de 40 ans, de moins de 10 ans d’ancienneté qui a suivi un
stage de formation dans les cinq derniéres années bien qu’elle gagne plus de 1500 €
par mois.

On note a, b, ¢ et d les quatre variables booléennes caractérisant respectivement les pro-
priétés « étre une personne de plus de 40 ans », « avoir plus de 10 ans d’anciennet¢ »,
« avoir suivi un stage de formation dans les cinq dernieres années » et « gagner moins de
1500 € par mois ».

1. a) Quelle situation traduit le produit booléen : a bc d ?
b) Exprimer a ’aide d’une fonction booléenne les conditions caractérisant 1’attri-
bution de la prime.
2. Parmi les personnes gagnant moins de 1500 € par mois :
a) Monsieur Martin a plus de 10 ans d’ancienneté. Peut-il obtenir la prime °?

b) Méme question pour Monsieur Durand qui a plus de 40 ans et moins de 10 ans
d’ancienneté.

¢) Quelles sont les catégories d’employés qui auront la prime ?

d) Quelles sont les catégories qui ne remplissent aucune des conditions de son
obtention ?
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Unité 2
Fonctions
d’une variable réelle

Prérequis

* Notions de fonction et d'application

Objectifs

» Consolidation des acquis sur les fonctions
* Modélisation des phénomeénes continus

» Consolidation et approfondissement des acquis
sur les limites des fonctions

* Consolidation et approfondissement des acquis des classes
antérieures sur les branches infinies et les asymptotes

» Consolidation et approfondissement des acquis sur les fonctions
logarithme népérien, exponentielles et puissances réelles

Contenu

e Séquence 1 : généralités sur les fonctions d' une variable réelle
* Séquence 2 : limite des fonctions

e Séquence 3 : dérivées et primitives

* Séquence 4 : comportements asymptotiques

* Séquence 5 : logarithme népérien — exponentielles — fonctions puissances
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Généralités sur les fonctions
d'une variable réelle

[l Prérequis

* Notions de fonction et d'application

] Objectifs

* Consolidation des acquis sur les fonctions
* Modélisation des phénoménes continus

] Contenu

1. Définitions - rappels

‘ ~
>

Définition d'une fonction numérique de variable réelle
1B. Comparaison des fonctions

2. Fonctions usuelles

2A. Fonctions en escalier
2B. Fonctions affines et affines par morceaux
2C. Fonction puissance entiére x > x"

2D. Fonctions x — Ln( n ON*)
X

3. Variation des fonctions - Composées - Réciproques

3A. Variation des fonctions
3B. Composition d'applications
3C. Propriétés des bijections réciproques
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Généralités sur les fonctions d'une variable réelle

1. Définitions - rappels

1A. Définition d'une fonction numérique
de variable réelle

Définition
On appelle fonction numérique f d'une variable réelle toute relation qui a x associe
au plus un réel y.

1
® On la note : é/.R_)R Ou%_’R
x> B f(x)

Exemples
:R - R
H x > -5x"+3

est une fonction définie sur R.
:R — R

0 —2x2 +x +1 estune fonction définie sur R —{—3 R 1} .
X Bb—
H (x-1) (x +3)

Rappels

1. L'ensemble (ou domaine) de définition D k de f est I'ensemble des x qui ont une

image par f.

2. Relativement a un repere (O, 7, j), la courbe C représentant f est I'ensemble des
points de coordonnées (x ; f (x)) et C a pour équation cartésienne y = f(x).

| Applications/Exercice 1

Définition
Soit fune fonction définie sur le domaine D symétrique par rapport a 0. On rappelle que :

fest paire si pour tout x [ D on a f (-x) = f (x).
fest impaire si pour tout x [ D on a f (-x) = - f (x).
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Généralités sur les fonctions d'une variable réelle

Exemples

gf:R—»R etﬁj

x> —5x° +3 H X |—>—5x+2
X

:R* o R

sont respectivement une fonction paire définie sur R et une fonction impaire
définie sur R*.

Remarque

Si f est paire, la courbe C d’équation y = f(x) admet (O, ) pour axe de symétrie,
et si f est impaire C admet le point O pour centre de symétrie.

| | Applications/Exercice 2

1B. Comparaison des fonctions

Définition

Soient f et g deux fonctions définies sur un méme domaine D. On rappelle que :
f=gsipourtoutx I Donaf(x) =g (x).
f<gsipourtout x 1 Donaf(x)<g(x).

Exemple
. Elf:R_{]}_)R %:R—{]}_,R
Soient [] si-p ¢t 0
H X > 1 = x> x+1

——

f =g car fet g sont définies R - ]} etpourtoutx #Zlona:

Flx) = x® -1 _ (x—=1D(x+1) _
x—1 x—1

x+1 =g(x)
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Généralités sur les fonctions d’une variable réelle

Rappels

Soient f et g deux fonctions quelconques.
1. Les valeurs de x pour lesquelles f (x) = g (x) sont les abscisses x des points d'in-
tersection de C et Cg.

2. Les valeurs de x pour lesquelles f (x) < g (x) sont les abscisses x des points de
C " situés au-dessous de Cg.

=& Applications/Exercice 3

2. Fonctions usuelles

2A. Fonctions en escalier

Définition

On appelle fonction en escalier toute fonction qui est constante sur des intervalles.

Exemple

xa 2 st x<-1
— - <
La fonction f définie sur [-10 ; +10] par xa -l s -l<xsl
xa 3 s1 1<x<4

xa l st 4<x

est une fonction en escalier dont la représentation graphique est :
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Généralités sur les fonctions d’une variable réelle

Définition
On appelle partie entiére du réel x et l'on note E(x) le plus grand entier relatif
inférieur ou égal a x :

x€ [n;n+1[ = E (x) = n (ou n est un entier relatif).

Exemple
E (1,35) = +1,E (-1,35) = -2, E4) =4 et E(n) = 3

La fonction partie entiere est une fonction en escalier. Sa représentation graphique
sur [-5;+ 5] est:

| B
le

=& Applications/Exercice 4

2B. Fonctions affines et affines par morceaux

Définition
R —- R

On appelle fonction affine la fonction
X a ax+b

ou a et b sont deux constantes réelles.
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Séquence 1 Généralités sur les fonctions d’une variable réelle

Rappels

1. Si a < 0 alors fest strictement décroissante sur R, et si a > 0 alors f est strictement
croissante.

- -

2. Dans un repere (O, 1, ) la représentation graphique de f est la droite d'équation :

st

y=ax + b

]

a<o0 a>0

Définition

On appelle fonction affine par morceaux toute fonction qui est affine par intervalle.

Remarque

- >

Dans un repére (O, 7, ;) la représentation graphique d'une fonction affine par mor-
-

ceaux est formée de demi-droites ou de segments de droite non paralleles a (O, ;) .

Exemple -x 51 x<0

La fonction valeur absolue définie sur R par ‘x‘ = .o estune fonction
X St x>
affine par morceaux.

A 2

¢ Applications/Exercice 5
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Généralités sur les fonctions d’une variable réelle

2C. Fonction puissance entiére x — x"

Définition

On appelle fonction puissance entiere de degré = la fonction définie par :
ER - R
|:| n
Hx > x

ou 7 est un entier naturel positif.

Rappels

1. Si #n est impair alors :
a) la fonction est strictement croissante sur R ;
b) la fonction est impaire.

2. Si n est pair alors :
a) La fonction est strictement décroissante sur |- o ; 0] et strictement croissante sur
[0;+ 0 [3
b) La fonction est paire.

3. Courbes d'équation y = x”

n impair n pair

Propriété 1 (admise)
1. Si n est impair alors la fonction x > x" est une bijection de R sur R.
2. Si n est pair alors :

la fonction x — x” est une bijection de ] - o0 ; 0] sur [0 ; +oo [.
la fonction x > x” est une bijection de [0 ; + o [ sur [0 ; +oo [.
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Généralités sur les fonctions d’une variable réelle

2D. Fonctions x— 1 (on%
X

Rappels

Soit 1a fonction définie par : f(x) = xi (n O N®).

1. Si n est impair alors :
a) f est strictement décroissante sur | - o ;0[ etsur] 0 ; + o [.

b) la fonction f est impaire.
2. Si n est pair alors :

a) f est strictement croissante sur | - o ; O [ et strictement décroissante sur ] 0 ; + oo [.

b) la fonction f est paire.

3. Courbes d'équation y =

n impair n pair

3. Variation des fonctions — composées — réciproques

3A. Variation des fonctions

Définition
Soient f une fonction définie sur un intervalle I, x, et x, deux ¢€léments quelconques

de I. On rappelle que :
fest croissante sur I'si x, <x, U f(x)) <f(x,) 3

f est strictement croissante sur I'si x, <x, U f(x,) < f(x,) ;
fest décroissante sur I'si x; <x, O flx) = f(x,) ;

f est strictement deécroissante sur I'si x; < x, I flx;) > f(x,) 5
f est constante sur I si x; < x, U f(x) = f(x,).
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Généralités sur les fonctions d’une variable réelle

Exemples

1. Pour #» impair, les fonctions x > X" sont strictement croissantes sur R.

. . 1 . .
2. Pour 7 pair, les fonctions x —- sont strictement croissantes sur ]- 0035 0[.
X

[ | Applications/Exercice 6

3B. Composition d'applications

Définition
Soient f et g deux applications de R (ou d'une partie de R) vers R et telle f (R) [ Dg.
On rappelle que l'application composée de f par g notée gof est définie sur Df par :

gof (x) = g [f(x)]
Exemple

On considere les applications f et g de R dans R définies par :
f(x) =4x-letg(x) =x*>+x+ 1.
gof (%) = glf(0)] = (x))* + flx)+ 1 = (4x-1)* + (4x-1) + 1

=16x?-8x+ 1 +4x-1+1=16x%-4x + 1.

Soient f et g deux applications et gof leur composée.

Si f et g sont croissantes alors gof est croissante.

Si f et g sont décroissantes alors gof est croissante.

Si f est décroissante et g décroissante alors gof est décroissante.
Si f est croissante et g décroissante alors gof est décroissante.

[ | Applications/Exercice 7
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Généralités sur les fonctions d’une variable réelle

3C. Propriétés des bijections réciproques

Soient f une bijection de E vers F, f~! sa bijection réciproque, et (C f) et (C f_l) leurs

courbes respectives dans un repére orthonormé (O, 7, ) .

Propriété 1

(C f) et (C f,l) sont symétriques dans la symétrie orthogonale d'axe la droite y = x.

En effet Soit M (x, y) et M’ (y, x) son symétrique par rapport a la droite (A) : y = x.
M@y e (Cpoy=fyex=f)eMe (C.).

Exemple

x+

Si f est définie de R vers R par f(x) = 0 alors f ' est définie par f'(x) = 2x-6.

Leurs représentations graphiques (C f) et (C f—l) sont bien symétriques par rap-
port a la droite (A) : vy = x.

/

Propriété 2 (rappel)

Si f est une bijection de E vers F et £/ est sa bijection réciproque, alors,

[ of(x) = fof '(x) = x.

«¢ Applications/Exercice 8
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Généralités sur les fonctions d'une variable réelle

Exercices autocorrectifs
¢ Applications

Exercice 1

1. On considére la fonction f:xa V4—x> dont la réprésentation graphique sur

[-2;+2] est:

On pose : I =[-2;+2] et ] = [0 ; + 2]. Que pensez-vous des propositions suivantes ? :

Vrai Faux
a) fest une application de I Vers J ....ceuiiniiiiiiiiiiiiee e 3 O
b) fest une surjection de I sur J...cooiiiiiiiiiiiiiiii e 3 a
c) festune injection de I dans J .....cooiuiiniiiiiiiii s 0 a
d) fest une bijection de I SUr ] ..oouiiiniiiiiii e 3 a

2. Soit f la fonction définie par :

f:xa é(x —2)? et dont la représentation graphique sur [-2 ; +2] est :

Onpose:I1=[-2;+ 2] et] =[0;2]. Que pensez-vous des propositions suivantes ? :
Vrai Faux

a) fest une application de I vers J ...cooouiiniiiiiiii e a O
b) fest une surjection de I sur J...ooooiiiiiiiiiiiiiii e 4 a
c) festune injection de I dans J ....c.oovniiniiiiiiiiiiiiiii e 3 a
d) fest une bijection de I SUr J ..oooiniiiiiiiiii s a O

82930 TG PA O1 @



Généralités sur les fonctions d' une variable réelle

Exercice 2

1. Etudier la parité des fonctions définies ci-dessous.

risoa43 >§ N RS
X X

2. A Paide d’une calculatrice, observer les éventuelles symétries des courbes correspondantes.

Exercice 3

1. Sur [-5 ;+5] représenter les fonctions f et g définies par
1 7
fixx®-2x-letg:x> —=x> +x +—.
2 2
2. En déduire graphiquement les solutions sur [-5 ; + 5] :
a) de I’équation f(x) = g(x) ;
b) de I'inéquation f(x) < g(x).

Exercice 4

On appelle fonction partie décimale la fonction définie sur R par f(x) = x — E(x).
1. Compléter le tableau.

x -2 -1,5 —\E 0 0,57 1 1,5 1,81 | 1,95 2

fx)

2. a) Pour n fixé et x [ n; n +1] comparer E(x) + 1 et E (x+1).
b) En déduire que pour tout x réel : f(x+1)= f(x). Interpréter graphiquement ce
résultat. L
3. Dans un repére (O, 7, j)donner la représentation graphique de la fonction partie
décimale pour x O [ -5 ; + 5].

Exercice 5

1. Montrer que les fonctions, ci-dessous, sont des fonctions affines par morceaux :

a)%fR R

X H>x+3- ‘2x—6‘ A x>

2. Dans un repere (O, 7, j) donner les représentations graphique de f et de g.
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Généralités sur les fonctions d' une variable réelle

Exercice 6

Donner un encadrement du réel f(x) sur les intervalles indiqués :

1. f(x)=x*+4 s xO[-3+ 2.

2. f(x)= s xO[-1+ 2.

x3+4

3. f(x)=

(x=2)’ s xO[-3t 3.

Exercice 7

A I’aide des variations des fonctions usuelles, indiquer les variations des fonctions défi-
nies par :

1. f(x) = (2x + 3)? sur R.
1
2. 1‘(x):X3—+8 surl, =]-o;-2[ etl,=]-2;+.

1

(-]

3. f(x) =

sur I :]— 0 ;+ 5[ et I, :]+5;+00[.

Exercice 8

Soient f et g deux fonctions définies de R* vers R par f(x) = x? et g(x) = \/;
On note (C y et (Cg ) leur représentation graphique dans un repére orthonormé

O,1,7).
1. Montrer que g = f ! .
2. Représenter (Cf) et (Cg ).

Il Approfondissements

Exercice 9

Soit f définie sur un domaine D fsymétrique par rapport a 0. On associe a fles fonctions
g et h définie sur D . par

2 = LD o iy = LD

1. Montrer que g est paire et que / est impaire.

2. Calculer g(x) + h(x). Que concluez-vous ?
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Généralités sur les fonctions d' une variable réelle

Exercice 10

En utilisant les variations des fonctions usuelles et pour les valeurs de x indiquées, don-
ner un encadrement des réels f(x) ci-dessous :

a)f(x)= 300 -3<x<1

b) f(x)= (-2x + 3)° o0l —3<x <1
c) f(x)= |-2x + 3ou -4 <x <5.

Exercice 11

Fonction racine nieme

1. Déterminer le nombre de solutions des équations :
a) x> =- ; bxX¥*=0 ; o)x’=16

2. Déterminer le nombre de solutions des équations :
a)x'=-8 ; bx*=0 ; c)x*=16
3. Pour 7 entier non nul, on appelle racine ni¢me du réel positif a la solution unique de
1

I’équation x” = a, et I'on note Ya cette solution ou encore a”.

Donner la valeur des réels 3J§, 3JE, %/fg, "Vgl.

4. Soit f définie sur R par f(x) = x> — 2. On admet que f est une bijection de R sur R.
L'équation x° —2 =0 posséde une unique solution 3&/5

Nous vous proposons de trouver un encadrement de /2.

a) Compléter le tableau :

X 1 1,1 | 1,2 1,3
fx)

. . , . . 3 s 3
b) Par approximations décimales successives donner un encadrement de Y2 a 10 pres.

c¢) Comparer avec la valeur donnée par une calculatrice.
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Limites des fonctions

"I Prérequis

e Généralités sur les fonctions

] Objectifs

* Consolidation et approfondissement des acquis
sur les limites des fonctions

| Contenu

1. Limite quand x tend vers a
1A. Limite finie quand x tend vers a

1B. Limite infinie quand x tend vers a

2. Limite quand x tend vers +» et quand x tend vers -
2A. Limite finie quand x tend vers +» et quand x tend vers -o
2B. Limite infinie quand x tend vers +~ et quand x tend vers -

2C. Comportement des polynémes et des fonctions rationnelles quand
x tend vers +» ou x tend vers -

3. Autres théoremes relatifs aux limites

3A. Limites et inégalités
3B. Limite d’une composée de fonctions
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Limites des fonctions

1. Limite d'une fonction quand x tend vers a

Dans tout ce paragraphe f est une fonction définie sur un intervalle I sur lequel la varia-
ble x peut étre rendue aussi proche qu’on veut du réel a.

1A. Limite finie quand x tend vers a

1A1. Définition

Définition
On dira que f admet pour limite le réel L quand x tend vers a si ’écart f(x) — L
peut étre rendu infiniment proche de 0, (c’est-a-dire f(x) infiniment proche du réel L)

pour des valeurs de x proches de a.

Exemple .
Soit f définie sur R par f(x) = Ex +1.

Pour x réel donné, I’écart entre f(x) et 3 est de :

1 1
f(x)—3—5x+1—3—5(x—4).

1 .
Plus les valeurs de x seront proches de 4, et plus E(x —4), c’est-a-dire
f(x) — 3, sera proche de 0.

fadmet pour limite L = 3 quand x tend vers 4.

;

Si f admet pour limite le réel L quand x tend vers a alors cette limite est unique.
On note indifféremment :
bmf=L ou limf(x)=L ou f(x) > L

Théoreme d’unicité
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Limites des fonctions

Exemple

) 1 .
Pour f définie par f(x) = Ex + 1 et étudiée plus haut, on note :

li:nf=3 ou linzf(x)=3 ou f(x) _>43

Théoréeme

Si P est une fonction polyndéme alors lim P(x) = P(a).

X —-a

Si R est une fonction rationnelle définie en a, alors lim R(x) = R(a).

X —-a

Rappels

* Une fonction polynéme P est toute fonction qui s’écrit :
—_ 7

P(x) =a,.x"+a, .

...> @, et a, sont des constantes réelles.

n-1
X"+ tanx ta,
oua,a, .
* Une fonction rationnelle R est toute fonction qui s’écrit :
R(x) =

n n-1

a,.x *+a,,x  + .. tax t+a
m m-1

b,.x" + b .x"" + ... +bx +b

oua,a, .,...,a,a, et bm, bm_ s bet bo sont des constantes réelles.

1’

Exemples

+
Si on considére P et R définies par : P(x) =x*> +1 et R(x) = x+2

ona :
x—4

li;nP =P(3) =10 et lz';nR =R(3) = 5.

| Applications/Exercice 1

Remarque

Les fonctions n’admettent pas nécessairement de limite quand x tend vers a. Par
exemple, la fonction dont la représentation suit n’a pas de limite en x = 1.
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Limites des fonctions

Pour celles qui ont une limite et qui sont définies en x = a, (et plus nécessairement les
fonctions polynomes et les fonctions rationnelles) on a cependant :

Théoreme

Soit f une fonction définie en a.
Si fadmet une limite lorsque x tend vers a alors cette limite est égale a f(a).

f est dite continue en a, et il existe au moins un intervalle ouvert centré sur a et sur
lequel la représentation graphique de f est continue c’est-a-dire d’un seul tenant.

Remarque

Les fonctions polyndmes ainsi que les fonctions rationnelles, sont continues sur tout

intervalle ou elles sont définies, et leur représentation graphique est d’un seul tenant
sur ces intervalles.

1A2. Opérations sur les limites finies

Théoreme

.. . . . , 1
Si lim f et limg existent alors les fonctions f + g, fg, Af (A constante réelle), —,i,

g 8
admettent aussi (lorsqu'elles sont définies) une limite quand x tend vers a.

De plus lim (f +g)=limf +lmg
li;n (fg) = (lim f). (liamg)
lim (\f) =\. lim f
Si limg#0 : i ()= L
a a g° lhmg
lim f
hm (i) = fl_
a g himg
Si limf=0: lim\f = |lim f
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Limites des fonctions

Exemples
. 1 .. 1 _ 1 _26
a) 9{2@ (x ?)—chlfngx 52@3? =3 5 o
. -4 dm (-4 3
b) Im (— ==l = =—_
x--1  2x"+x+5 lm_aI(Zx +x+5) 6 2

©) lim (\3x’ ~Tx+10) =, lim (3x*=7x +10) =\8 =212,

| Applications/Exercice 2

Pour les fonctions rationnelles non définies pour x = a, leur limite finie en a peut dans
certains cas étre calculée comme dans I’exemple ci-dessous.

Exemple

2

. x° =9 s
La fonction f(x)=—; n’est pas définie en x = 3 car lorsqu’on remplace dans
x° = 3x

le dénominateur x par 3 celui-ci s’annule.

On ne peut pas appliquer directement le théoréme précédent car,
lim (x°-9)

« *=2———— »se présente sous la forme w0
hm (x”-3x) 0"
x-3

x> =9 _ (x+3)(x—3)

Cependant pour x # 3
P P > X% -3x x(x —3)

2
d'ou lim (=2
x=3 x°-3x

)=2

(car la limite est calculée pour x proche mais différent de 3).

Remarque

. 0 o . 4. .
Lorsque le calcul se présente sous la forme «6» on dit qu’il y a «ndétermination» ou

que le résultat est une «forme indéterminée».

| | Applications/Exercice 3
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Limites des fonctions

En résumé, pour L et I constantes réelles non nulles

Si... ...alors
lim f limg lim (f +g) m f g limi lim A\ f
a a a a a g a
0 0 0 0 F. I 0
0 L' L' 0 0 0
L' L+L' L L L/L' JL

« EI» (forme indéterminée) indique les cas ou ’on ne peut immédiatement conclure.

1B. Limite infinie quand x tend vers a

1B1. Limites usuelles

Définition

On dira que f admet pour limite + © quand x tend vers 0 si le réel f(x) peut étre
rendu supérieur a tout nombre 10? (p [0 N*), (c’est-a-dire f(x) peut étre rendu infi-
niment grand) pour des valeurs de x proches de 0.

Exemple .
Soit f définie sur R* par f(x) = —
X

.
. ) 1

Pour obtenir f(x)>10", il suffit que — >10".
x

. ) 1
De méme pour avoir f(x) 2107 il suffit que — >10".
X
c’est-a-dire x?< 107 soit -10?7? < x < 10772,

Définition
lz'mo f(x) est appelée la limite a gauche de fen O et

lim f(x) la limite a droite de fen O.

x - 0
x>0

On les note encore : lim f et hm f.
0~ 0*
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Limites des fonctions

Théoreme

Sin 0 N*

. . .1
a) Si n est pair alors lim — = +co
x—0 X
. . . .1 .1
b) Si n est impair alors lim— = -0 et lim— = +oo
x -0 _x" x -0 xn
x<0 x>0

On retrouvera les résultats précédents en observant, suivant la parité de I’entier 7, les

courbes d’équation ¥ = —, et pour les valeurs de x proches de 0.

n

n pair n impair

Exemples

o1
a) lm— = +oo
x-0 x

.1 .1
b) lm— = -0 et hm— =+
x-0 x-0
x<0 x>0
Remarques

1. Lorsque 7z est pair, les limites a gauche et a droite sont égales.

.1 .1 .1
lim — = +co donne par exemple lim— = +co et hm— = +o
x-0 x xHOO xHOO

x< x>

2. Ces résultats se généralisent aux cas ou x tend vers a :

1 = 400
x-1(x —1)

1 .
/ - =~ et lim - = +oo
=3(x—3) -3 (x—3)

[ | Applications/Exercice 4
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Limites des fonctions

1B2. Opérations sur les limites infinies

On résume ces opérations a I’aide des tableaux ci-dessous, ou L et L’ sont des constan-
tes réelles non nulles et ou « F. I.» indique les cas d’ indétermination.

Limite de la somme

Si... ... alors
lim f lim g hm (f +¢g)
L + oo +
L - 0 - 0
- 00 - 00 - 00
- 00 + o0 EI
+ oo + oo + oo
Exemples
a) ona:ling (x+1)=3
) 1 . 1
et lzm—2=+ co donc lim -—— 5 = ®
x-2 (x —2) =2 (x=2)

x-2

O 1 O
d'ou par addition lim +]-—— (= -0
P H " " x—2yH

) 1 . 1 _
b) chli’IZ ?—52% x—4—+00
01 10
Vs .. ) + _
d'ou par addition gzquz) 5 _x"E 00
1 o1
¢) m— =hm — =— o
w0 % o X
.. oo 10
d'ou par addition lim +_3E: - o0
x-0 X

x<0
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Limites des fonctions

Limite du produit, de ’inverse et du quotient

Si... ... alors
limf lim g . Lim — lim =
a a ll;;n fg a g a g
0 +00 F.I 0 0
L>0 +00 +o00 0 0
L<0 +00 -0 0 0
L>0 -0 -00 0 0
L<0 -00 +o0 0 0
+00 L’>0 +o00 1/ +o00
+00 <o -00 1/ -00
+00 +00 +00 0 Fl
-00 >0 -00 1/ -00
-00 L’<0 +o00 1/ +o00
+00 —-00 -00 O F.I
Cas particulier ou limg =0 : pour déterminer lz'ml et limi
a a g a g
Si ... alors
lim f g est . : . f
I lim — lim
. im fg iy « g
0 positive 0 +00 F.I
0 négative 0 -00 F.I
L>0 positive 0 +oo Foo
L<0 positive 0 o -
+00 positive EI +oo +oo
+00 négative EI - -
-00 positive F.I +oo %
-00 négative FI - oo
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Limites des fonctions

Exemples
x+1
a) lim = +00
X2 (X 2)
car I|m (x+1) =3 et lim %:+oo
"2 (X-2)
b) lim 2x 14 —oo car I|m (2x) =0et lim i = +oo
X0 xzﬁz x-0 X2 '
. U5 1 O 5 _
c) lim +—35= cocar lim —-—oo(5>0etx+1<0pourx< -1)
Xﬂ_il +1 (X+1) Xazl X +1

et lim E(iaz—oo(l>0et(x+l) <0 pour x <-1).

| | Applications/Exercice 5

Remarque

Les formes indéterminées, sont les cas ou le calcul des limites se présente sous 'une des
formes

0 0
"_” "O x (im)" ”(+m)"_(+m " "_"
0 o0

Exemple
.1 ) 3
hm — =+ et im ——=-o
x-0 x x -0 X
donc on est en présence d'une forme indéterminée lorsqu'on étudie la limite
1 3
en0de —-—.
X© X
. 1 3 x°-3
Cependant on conclura en écrivant : — - — = —
X" X X
. 2 ) 1 . 1 3
hm (x”=3)=-3et im (—) =+ donc lim (—-—) =~
x -0 x -0 X x -0 X

| Applications/Exercice 6
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Limites des fonctions

2. Limite d'une fonction quand x tend vers + «
et quand x tend vers -

2A. Limite finie quand x tend vers + «

et quand x tend vers - «

Définition

On dira que f admet pour limite le réel L quand x tend vers +oo si I’écart
f(x) — L peut étre rendu infiniment proche de 0, (c’est-a-dire f(x) infiniment proche
du réel L) pour des valeurs de x infiniment grandes.

2A1. Limites usuelles

Si » O N* alors
a) limL=O b) limin=0

xa+ooxn X - =00 A

. 1
On retrouve les résultats précédents en observant les courbes d’équation y =—;

pour les valeurs de x proches de - o et de + oo, X

n pair n impair
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Limites des fonctions

Exemples
a) liml: hm — = lim%IO
x‘>+oox x‘>+oox xa+oox

=0

1
xowmy xmw e x e y

b) Iim 12 lim 1. = lim

1 1
c) lIim—=hm—=0
) X — +oo le X — +oo x17
1 1
d) Im —=hm—=0
) X — —00 x12 xa—ooxl7

2A2. Opérations sur les limites quand x tend vers +«
ou quand x tend vers -«

Les résultats sont identiques a ceux présentés dans les tableaux du § 1.B.2 et dans les-
quels on remplacera lm f par hm f oupar hmf .
a —00 +00

Exemples

a) |Imi—0 et [im5=5 donc par addition I|m(5+ 2)=5

XH+00X X — too

b) Iim?:Oet lim(-3) =3

donc par multiplication Iim(;—::’) =0
¢) Cas d@ne forme indéterminée:

Iim(5xx—_3) est une forme indéterminée de type ">
[00]

X - +oo

On pourra cependant conclure en écrivant :

3
2
5x* - 3_X0 ?)zs_g
x? x? x*
3 x*-3
Ona: XIlrﬂox——OetI|r+r(L5 5doncllrpw( v ) =5.

| | Applications/Exercice 7
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Limites des fonctions

2B. Limite infinie quand x tend vers + «
et quand x tend vers - »

Définition
On dira que f admet pour limite +© quand x tend vers + si le réel f(x) peut étre

rendu supérieur a tout nombre 10? (p O N*), (c’est-a-dire f(x) peut étre rendu infi-
niment grand) pour des valeurs de x infiniment grandes.

2B1. Limites usuelles

Théoreme

Soit # un entier naturel non nul.

a) Sin est pair alors him x" = lim x" = +oo
X — —00 X — +oo
b) Sin est impair alors lim x" = —o0 lim x" = +oo
X — —00 X — oo
Exemples

a) Pourn pair : lim x> = lim x* = 4+

X - —00 X — —00

lim x* = lim x* = +o

X — +oo X — too

b) Pour n impair : lim x> = lim x° = -0

X — —00 X - —00

lim x> = lim x° = +o

X — +oo X — too

2B2. Opérations sur les limites quand x tend vers + «
ou quand x tend vers - ©

Les résultats sont identiques a ceux présentés dans les tableaux du § 1.B.2 et dans les-
quels on remplacera lim f par lim f ou par Lim f
a —00 +00

Exemples
LIim x> = - et km x = —oq donc

X —» —00 X - —00

lz'n_fz (5x> +2x) =5 % lin_1 x> +2 % lin:z X = —00

et im (5x° +2x) =5 X lIim x° +2 X lim x = +oo
X — +oo X — +00 X — +00

| Applications/Exercice 8
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Limites des fonctions

Remarque
Il existe ici aussi des situations ou nous ne pourrons conclure immeédiatement.

Exemples
a) x° —2x présente une forme indéterminée de type "(+0)- (+00)" en + oo,
2
-2
b) >
2x +1

(o]
présente une forme indéterminée de type "—"en + co.
o0

On pourra cependant conclure en utilisant les résultats énoncés dans le § ci-dessous.

2C. Comportement des polynémes et des fonctions

rationnelles quand x tend vers + « ou x tend vers - ©

Théoréeme 1 : comportement des polynomes

Soit P le polynome défini par P(x) =a, x" +a o+ L+ a,x+a,oua,a, ;...
a, et a, sont des constantes reelles et a, # 0 ), alors a Pinfini :

bm P(x)= lm ax" et bm P(x) = lm a,x".

X —» —00 X - —00 X — +oo X — +oo

Nous dirons qu’au voisinage de - © et de +, un polynéme se comporte comme son
terme de plus haut degré.

Exemples
a) Pour le polynéme x® —2x qui se présente sous une FI de type «(+c) - (+0),
€N+ o NOUS aurons:
lim(x®-2x) = lim x® = +o0
X - +oo X — +00

b) De méme, pour le polyndme 2x* - 2x qui se présente sous une FI
«de type «(-e0) - (-00)», en - oo NOUS aurons:
lim(2x* =2x) =2 x lim(x°) = e

X —»—00

[ | Applications/Exercice 9
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Limites des fonctions

Théoreme 2 : comportement des fonctions rationnelles

Soient P et R les polynéomes définis par
P(x) = a.x"+..+a.x+a, (ou a, ..., a et a,sont des constantes réelles et a,# 0)
Ok = bp.xP +..+b.x+ b, (ou bp, ... b, er b, sont des constantes reelles et bp Z0)

Alors la fonction rationnelle R définie par R(x) = g?xi a pour limites a I’infini :
X
an x" an x"
lim R(x) = lim “n = et hm R(x)= lim 2=,
T o mbp x T o oobp xP

Nous dirons qu’au voisinage de - et de +o, une fonction rationnelle se comporte
comme le quotient de ses termes de plus haut degré.

| Applications/Exercice 10
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Limites des fonctions

3. Autres théoremes relatifs aux limites

3A. Limites et inégalités

Les théoremes ci-dessous établis pour x — a restent valables quand x - - ou x - +o
et pour des fonctions f, g et 2 dans des domaines convenablement définis.

Soient f et g deux fonctions telles que f(x) < g(x).

a) Si lim f(x) =+ alors limg(x) = +oo

X -a

b) Si limg(x) = —oo alors lm f(x) = —co

X —-a X -a

Exemple
Soient f et g les fonctions définies par f(x) =x — 1 et g(x) = x+ sin x.
La fonction siz n’a pas de limite en +o, cependant x — I < x+smmxcar— 1 <sin x ;

or im(x—1)=+c d'ou lim(x+sinx) = +oo (en appliquant a).

X — +oo X — +00

Théoreme

Soient f et g deux fonctions telles que | f (x)| < g(x).

Si mg(x)=0 alors lm f(x)=0.

X-a X-a

Exemple

. . e .1
Soient f et g les fonctions définies par f(x) = x.sin(—) et g(x) = ‘x‘
X
. .1 e ..
La fonction x + sin(—) n’ est pas définie et n’a pas de limite en 0.
X

Cependant < ‘x‘ car pour tout réel z,

xsin (i) sin | <1. Or lim|x| = 0.

x-0

. .1 . L
D'ou llng x.sin (—) =0 en appliquant le théoréme.
X - X
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Limites des fonctions

Représentation graphique de fpour -1 <x<+let -1 <y<+1:

an e

Théoreme des gendarmes

Soient f, g et & trois fonctions telles que f(x) < g(x) < h(x)
Si lim f(x) =limA(x)=L alors limg(x)=1L

Exemple 1 . ) .
Calculons lin(z) x.E(—) ou E est la fonction partie entiere.
x> X

; N 1
Pour tout réel on a, t < E(f) <t +1, et en particulier pour t=— :
X

Lophelin
X X X

D'ou pour x>0:1Sx.E(l)Sx+1 et pour x <O:12x.E(l)2x+1.
X X

Or linglz lin(’)t (x+1)=1 donc limx.E(l)zl.

x—0 X

1
Représentation de la fonction x a XE(;] pour -1 <x<+let 0<y<+1,8:

R ."J-r

¢ Applications/Exercice 11
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Limites des fonctions

3B. Limite d'une composée de fonctions

Théoréeme

Soient u et v deux fonctions telles que lmu(x) =b et linz v(x) = L alors

X—a

lim vou(x) = L.

X —-a

Exemple

Soit fla fonction définie par f(x) = E Rty
P H2

u x+5 v L +50
= E :E
X B > y & (y) A2 A

+
f(x) = v[u(x)] avec lim 232 =35 et lim E(x) =3,
x -2 2 x-3,5

d'ou lz'ngf(x) =3.
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Limites des fonctions

Séquence 2

Exercices autocorrectifs
LI Applications

Limite finie quand x tend vers a - Limites usuelles

Exercice 1

Déterminer la limite quand x tend vers a des fonctions f définies par :
a)f(x) =x>-x*>+2 j;a=1.

x*+3
x*+2x +5

I
2

b) f(x)=

Exercice 2

Déterminer la limite quand x tend vers a des fonctions f définies par :

a) f(x)=x®-5x+12 ;a=-2.

b) f(x)= o

+x/x +1 ; a="7.

n¥n

Forme indéterminée

Exercice 3

Déterminer la limite quand x tend vers a des fonctions f définies par :

2x—1
a xX)= ;5 a=0,5.
) f0) =5
x—3
b X)=—— ; a=3.
) J(%) x*-9x +18

Limite infinie quand x tend vers a

Exercice 4

1. Déterminer la limite quand x tend vers a des fonctions f définies par

a) fx)=—  ; a=o.
X

b) f(x)=—— ; a=3.
(x+3)
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Limites des fonctions

2. Déterminer la limite a droite et a gauche quand x tend vers a des fonctions f définies
par :

a) 1‘(x):i5 ; a=0.
X

b) f(x):; ; a=05
(2x-1" o

Exercice 5

1. Déterminer la limite quand x tend vers a des fonctions f définies par :

a) f(x)=3-—2— ;5 a=-1.
(x+1)
B fw=2"3 =0

X

2. Déterminer la limite a droite et a gauche quand x tend vers a des fonctions f définies par :

a) f(x):3x+5—§; a =0.
_ 9
b) f(x)—(X+3)7 ; a=-3.

Exercice 6

1. Déterminer la limite quand x tend vers 0 de la fonction f définie par :
3
2xt
2. Déterminer la limite a droite et a gauche quand x tend vers -1 de la fonction f
définie par :

fEy=-— +
X

fy=—"t - 2
X

+1 (x+1)3'

Limite finie en -o et en +©

Exercice 7

Déterminer la limite en -o et en +oo des fonctions f définies par :
1 2x% - 3x
5 2 °

a) f(x) =~ Mfm=§- ¢) f(x)=

X
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Limites des fonctions

Limite infinie en - et en +o

Exercice 8

Déterminer la limite quand x tend vers -0 puis quand x tend vers +o des fonctions f
définies par :

a) f(x)=-Tx ; b)f(x)=5%* ; ©) f<x>=§x2-f—5 ; d) f(x)=x° - 10x.

Comportement des polynomes a P’infini

Exercice 9

1. Déterminer la limite quand x tend vers - puis quand x tend vers +o des fonc-
tions f définies par
a) f(x) =-x>+x ; b)fx)=x*5x>+7x* -10.

2. Observer leur représentation graphique sur une calculatrice.

Comportement des fonctions rationnelles a I’infini

Exercice 10

Déterminer la limite quand x tend vers -0 puis quand x tend vers +co des fonctions f
définies par :

*-0x? —2x*+1
a) fx)=2_"2%X ; b)) f(x)=—=2—
) F00=2 72 ) F00="2
—x>+3x+1 x>+1
0 fO)="2"2""2; d) f(x)=—2"—.
) £ 7+ Bx ) £0 et 4

Théoréeme des gendarmes

Exercice 11

Soit E la fonction partie enticre.
E(x+1]) Xt 1
X X

1. Montrer que pour x>0:1<

2 Endaie fn 2l

X — +oo X
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Limites des fonctions

=¢ =& Approfondissements

Limites et interprétations graphiques

Exercice 12

A P’aide des représentations graphiques ci-dessous déterminer la limite de f aux bor-
nes de son domaine de définition.

il
f

a) f(x) =2 -3x+2 ; b) f()=x-—— ; ¢) f(x) = 2% *21<x > -2).

x-4 X +

Exercice 13

A P’aide d’une calculatrice graphique, donner sans calcul la limite des fonctions f défi-
nies ci-dessous quand x tend vers 0, quand x tend vers - et quand x tend vers +oo, On
utilisera au choix la lecture du graphique, la fonction TRACE ou les tableaux de valeurs
de f(x) de la calculatrice.

a) f(x) =~ jll ; b) fe) =L

X - x +1

Limite d’une fonction quand x tend vers a

Exercice 14

Déterminer la limite en a de f définie par :

2_y Jx -3

— x_ . — . = 2 =
/=t sa=a 5 @ fw="22 a0
B I e S A s I

2x*—x—6 ‘x—‘

_2x+3 1

c) f(x)_ (2x—1)2 s a 2.
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Limite quand x tend vers +o ou quand x tend vers -

Exercice 15

Déterminer la limite quand x tend vers +co puis quand x tend vers - des fonctions f
définies par :

a) f(x)=-7x>+2x +1
_ x*-4
) f(X)_sz—x—ﬁ
c) f(x)=- (x+1)V3x*+5
d) f(x)=vx’+x+1- (x+1)

_x+3
9 S&= T
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Dérivées et primitives

"I Prérequis

e Généralités sur les fonctions
¢ Notions sur les limites

] Objectifs

* Consolidation et approfondissement des acquis des classes antérieures sur
les dérivées et les primitives

| Contenu

1. Dérivées
1A. Le nombre dérivé
1B. La fonction dérivée

2. Primitives

2A. Définition

2B. Primitives des fonctions usuelles

2C. Opérations usuelles sur les primitives

3. Applications des dérivées

3A. Tangentes
3B. Variations des fonctions
3C. Extremums des fonctions

3D. Bijections strictement monotones
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Dérivées et primitives

1. Dérivées

1A. Le nombre dérivé

On considére la fonction f définie sur un intervalle ouvert I contenant le réel a.

—

Soit C la représentation graphique de f dans le repére (O, 7 ,7)

Définition
La fonction f est dite dérivable en a s’il existe un réel 4 et une fonction ¢ tels que :
fla+h)=f(a)+Ah +h.d(h) avec lignd) =0

Le réel A est appelé le nombre dérivé de fen a et on le note £’ (a) (lire « f prime en a »).

Exemple

Soit f la fonction définie sur R par f (x) = -x*> + 4x. En a = 1, par exemple, on a
FQQ) =3.

F(1+h) =-(1+h)? + 4(1+h) =-1-2h-h> + 4 + 4k

f(1+h) =3+ 2h - W

On a donc

fA+h)=fQ)+2.h +h.d(h) en posant ¢ () = - (qui vérifie bien lign(I) =0).

La fonction f est dérivable ena =1 et f’(a) = 2.

Définition équivalente
On appelle nombre dérivé de la fonction f en a et ’on note f (a) le réel

Fla) = tim @M@
h -0 h

La fonction f est alors dite dérivable en a.

| Applications/Exercice 1

Remarque

f’(a) est le coefficient directeur de la tangente T a C au point d’abscisse a. Lorsque
cela est possible, f’(a) se lit sur la représentation graphique C de f, comme pour
I’exemple ci-dessous.
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Dérivées et primitives

Exemple

Soit C la parabole représentant la fonction f définie sur R par f (x) = -x*> + 4x.

La tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1 passe par les points A(1 ; 3) et B(2 ; 5),
le coefficient directeur de cette tangente a pour valeur :

Y8 "Y4 = 45 On a donc Q) =+2.
Xp =Xy

En appliquant la définiton :

FA+h) - FQ) _ -(1+Rh)* +4(1+h)-3
h - h
_ —1-2h—h® +4 +4h -3 _2h—-K* _h2-h)
- h h ok

=2-h

s s oy — 7 JATR) = Q)
douf(l)—izzz) .

=hm2 -h) =2.
B -0

| Applications/Exercice 2

La tangente (T) a (C) au point A(a ; f(a) ) a pour équation y — f(a) = f’(a). (x — a).

En effet, par définition de f’(a), I’équation de (T) est de la forme y = f’(a).x + b, or
A (a;f(a)) O(T),donc f(a) =f’(a).a + b d’ou la valeur de b et le résultat.
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Dérivées et primitives

Exemple

Soit T la tangente au point d’abscisse a = 1 a la parabole C représentant la fonc-

tion f définie par f(x) = -x> + 4x, on aura :
y—f(@Q) = 1).(x—1) c’est-a-dire y—3 =2.(x— 1), d’ou

T:y=2x+1.

1B. La fonction dérivée

Définition

| | Applications/Exercice 3

On appelle fonction dérivée, de la fonction f, et ’on note f’ (lire « f prime» ) la fonc-
tion qui a un réel donné associe son nombre dérivé en a.

fram f(a)

Si le réel f°(x) peut étre calculé pour tout réel x [1 I, on dira que f est dérivable sur

Pintervalle 1.

Il ne reste qu’a connaitre les fonctions dérivées de fonctions usuelles, et les techniques

de calcul lorsque I’on compose ces dernieres entre elles. Les résultats des deux tableaux

ci-dessous doivent donc étre connus et appris par cceur :

Tableau 1 : dérivées usuelles
a, bycetd DR, n ON*- {1} eta 0 R- {1}

Fonctions Fonctions dérivées
X a X—0
X ax+b X—a
x> x1 (nON) x> nx"1
XH1 (x#£0) xn—>—i
X 2
XX (x>0) XHi
2+/x
X|—>aX+b(x¢—9) xn—>—ad_bc2
cx+d (cx + d)
x> x% (@ OR) (% 0) xi—saxd 1
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Dérivées et primitives

On note de fagon plus pratique dans les calculs :
(a)’=0 5 (ax +b)’=a R (x?)’ = 2x

01 O __ 1 Uax + 60U _ ad —bc (x)'= ox
%E x* E‘cx +dE (ex+d) ’

a-1

Exemples
a) (-3x-4)' =3

b) (x°)' =5x"

o Rx*30_2.(D-53_ -1
Hsx-1 Gx-17  Gx-1)

Tableau 2 : opérations usuelles

u et v désignent deux fonctions dérivables, a [J Ret n [J N* -{1}

Fonctions Fonctions dérivées
u+o u +9o’
a.u a.u
u.ov wo+uv’

1 -
- (v#0) —
v )
u u'.o—-u
— (9#0) 5
v
u" nu.uw’
f u
Nu u>0
(u>0) 24u

On note de fagon plus pratique dans les calculs :

(u+tv) =uw +2° 5 (au) = aw’ 5 (uw) = vo+ uo
| ' [b/tD' u'o—uo — u'
L Jul =

01 g
R8T BHT .

_I.M'
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Dérivées et primitives

Exemples
a) (x’-2x° +7) =5x* —6x°

I

2x+3

= S S
T +3x+110 (x2+3’»x+11)2

c) (Gx*+2)')Y = 4.6x*+2).6x>+2)’
= 4.5x* +2)’.(10x) = 40x.(5x>+2)’

Théoreme

Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I alors : ( f (ax +b) )’ = a.f’ (ax +b).

Exemple
Si f est une fonction dérivable sur R: (f (5x -7) )’ =5.f’(5x - 7).

[ | Applications/Exercice 4

2. Primitives

2A. Définition

Définition

Soient f et F deux fonctions de R vers R définies sur un intervalle I. On dira que F
est une primitive de fsur I si :

a) F est dérivable sur I,

b) pour tout x LI I, F’(x) =f (x).

Exemple
Sur R, soient f: x > f(x) = 2x-3 et F: x> x* - 3x + 5.
F’ (x) = (x*-3x + 5)" = 2x - 3 = f(x) donc F est une primitive de f sur R.
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Dérivées et primitives

Théoreme

Si f admet une primitive F sur I alors :

* fadmet une infinité de primitives sur I,

* Toutes les primitives de f sont de la forme F + constante,

(ou la constante est un réel arbitrairement choisi).

En effet, soit F une primitive de f sur I. Pour que G = F + constante prenne en x = a la
valeur b il faut que G(a) = F(a) + constante = b, d’ou constante = b - F(a), et la cons-
tante est déterminée de facon unique.

2B. Primitives des fonctions usuelles

SiaOR*\nON*etaJR-{1} alorson a:

Fonctions Primitives
X = a X > ax + cte
n+l
M
x ~ x" (nON) X + cte
n+1
a+l
x = x* (x>0) x = + cte
a+1

1
X = —
2\x

(x>0)

X - \/;+ cte

2C. Opérations usuelles sur les primitives

Si u et v, fonctions de la variable réelle x, admettent pour primitives respectives U et IV
sur 'intervalle I, on déduit des opérations relatives a la dérivation des fonctions les
résultats suivants pour 2 L[] Retn O N :

Fonctions Primitives
utv U+ V+cte
k.u k.U + cte

n+l
u'u’ + cte
n+1
! 1
— ——+tcte
u u
u’
2 \/; + cte

=
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Dérivées et primitives

C’est-a-dire, si u et v admettent pour primitives respectives U et I/, alors # + v admet
pour primitives U + IV + constante; et si 2 [ R, k.f admet pour primitive k. F + cons-
tante ; etc.

Exemple ,
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = — x2 .
1+x%)
Sil'onpose u : x> u(x) =1+x" onaura g (x) = "<(x))
u’(x

g admet donc pour primitive sur R la fonction G définie par :

G(x):_ L+cte=—
u(x) 1+x

5 + cte.

[ | Applications/Exercice 5

Théoreme

Si g est une fonction dérivable sur l'intervalle I, de dérivée g’, alors la fonction

. 1
g’(ax+b) admet pour primitive x — —.g(ax +b) surl.
a

Exemple
Soit f1a fonction définie par f(x) = (5x -1)3. On note F une primitive de f.
Ona f(x)=g'(5x—1) avec g'(x) =x" et g(x) :ix‘*_

1 1
D'ou F(x)==g(x-1) =— (5x -1*.
(x) 5g( ) 20( )

La fonction x — (5x—1)> admet pour primitive x ZL.(Sx -1D* surl.

[ | Applications/Exercice 6
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Dérivées et primitives

Théoreme

Parmi toutes les primitives de fil n’en existe qu’une seule qui prenne en x = a donné
une valeur b donn¢e.

L’unique primitive de f qui prend en x = a la valeur b est x — F(x) - F(a) + b.

Théoreme

Toute fonction dérivable sur un intervalle [a ; 6] admet au moins une primitive sur
cet intervalle.

| Applications/Exercice 7

Définition
On appelle fonction logarithme népérien et I’on note /z ’unique primitive s’annu-

. |
lant pour x =1 de la fonction x > — définie sur] 0; + oo [
X

i o =
n X = —
[ X
Hin1 =o0

La fonction logarithme népérien est donc définie par :

3. Applications des dérivées

3A. Tangentes

Dans un repéere (O, ¢ , ;) soit C la courbe d’équation y = f(x).
La tangente T a C au point d’abscisse x = a admet pour équation :

y—f@ =) (x-a).

Exemple

Soit C la parabole d’équation y = x> — 6x + 3. Déterminons 1’équation de la tan-
gente T 4 C en a = 2. Si I’on pose f(x) = x> — 6x + 3, alors f’(x) = 2x — 6,

I:l = 2_ = -
doy @ = 2°-6@)+3 =-5.

0f'@2) = 2(2)-6 =-2 @
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Dérivées et primitives

La tangente T a C en a = 2 a pour équation : y — (-5) = -2.(x — 2) c’est-a-dire T : y = -2x —1

Ny

e

& Applications/Exercice 8

3B. Variations des fonctions

I’étude des variations des fonctions est basée sur le théoréeme fondamental ci-dessous :

Théoreme

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I

f croissante sur | équivaut a pourtout x € I1:/(x) =20
f décroissante sur I ~ équivaut a pourtoutxe I:/°(x) <0
f constante sur | équivaut a pourtoutx e I:f(x) =0

Exemple
Etudions les variations de la fonction f définie sur lintervalle [-10 ; 10], par :

f(x)= —%x3 + 2x°-3.

£ est définie et dérivable sur [-10 ; 10], de dérivée f(x) = -x? + 4x = -x(x - 4).
f’(x) 2 0 équivaut a x € [0 ; 4].

Variations de f:
Six e [0;4] alors f°(x) = 0, donc f est croissante.
Sixe [-10 ;0] U [4 ; 10] alors f°(x) < 0, donc f est décroissante.
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Dérivées et primitives

Tableau de variations de f

x -10 0 4 10
P |-140 - 0 + 0 - -60
1591 23
3
Jx)
3 _409
3

| Applications/Exercice 9

Théoreme

Soit fune fonction définie et dérivable sur un intervalle 1.
Si pour tout x U I, f°(x) > 0 alors f est strictement croissante sur 1.

Si pour tout x [ I, f°(x) < 0 alors f est strictement décroissante sur 1.

Remarques

1. Les réciproques ne sont pas vraies. On a cependant :
fest strictement croissante < f’(x) > 0, sauf éventuellement pour des valeurs isolées
de x.
f est strictement décroissante < f’(x) < 0, sauf éventuellement pour des valeurs iso-
lées de x.
Par exemple, la fonction f définie sur R par f(x) = x> est strictement croissante sur
R et f°(x) > 0 sauf pour la valeur isolée x = 0.

2. On notera en conséquence que :

Si f°(x) >0 sur ] a; b [ (intervalle ouvert) alors f est strictement croissante sur
[a;b] (fermé).

Sif°’(x) <0 sur] a;b [ (intervalle ouvert) alors f est strictement décroissante sur
[a;b] (fermé).
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Dérivées et primitives

Exemple
f(x)=—%x3 + 2x%-3.

SurR : f' (x) =-x"+4x=—x(x—4).

f’(x) > 0 sur ]0;4[ donc f est strictement croissante sur [0 ; 4] ;
f(x) <Osur]-e;0[U]4;+ [ donc fest strictement décroissante sur
J-o050] U [4;+ 0o

3C. Extremums des fonctions

Définition - Extremums absolus de f

Soit fune fonction définie sur un intervalle D.

On dira que f admet un maximum absolu en x, €gal a f (x,) si pour toutx € D :

f () £f (x4), (C’est-a-dire f ne dépasse jamais la valeur f(x,) sur tout intervalle D).

On dira que f admet un minimum absolu en x, €gal a f (x,) si pour toutx € D :

f ) =2f(x,), (Cest-a-dire f ne prend pas de valeur au-dessous de f(x,) sur tout I'in-
tervalle D).

Un maximum ou un minimum de f s’appelle un extremum de f.

Exemple
Soit f définie sur R par f(x) = x* - 3. Pour tout x : f (x) > -3 c’est-a-dire f (x) > f (0).
En x, = 0, f admet pour minimum absolu f (0) = -3.

Définition - Extremums relatifs de f

Soit f une fonction définie sur un intervalle D.
On dira que f admet un maximum relatif en x, €gal a f (x,) s’il existe un intervalle

ouvert I tel que pour tout x € D N I on ait f (x) < f (x,), (Cest-a-dire f ne depasse
jamais la valeur f (x,) sur DI ).

On dira que f admet un minimum relatif en x, égal a f (x,) si pour tout x € D,
f(x) 2 f(x,), (C’est-a-dire f ne prend pas de valeur au-dessous de f (x,) sur DI ).

Exemple
La fonction représentée ci-dessous admet 3 extremums : 2 minimums (un abso-

lu et un relatif) et un maximum (relatif).
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Dérivées et primitives

Dans le cas des fonctions dérivables, on peut tres aisément caractériser les extremums
(absolus ou relatifs) a I’aide du théoréme suivant :

Théoréeme

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle D. f admet un extremum en
x, €gal a f (x,) si et seulement si :
f’(x,) = 0 et f’ change de signe en x,

Exemple
Soit fdéfinie sur R par f(x) = éf —x’+4.

On a f'(x)z%x2—2x=%x(x—4)

f' s'annule et change de signe en x,=0 et
f admet deux extremums : en x,=0 égala f(0)=4

en x,=4 égalaf(4)=—%.

L

{_”\/ |

€

Les deux conditions du théoréme précédent doivent €tre vérifiées. En effet :

Soit f1a fonction définie sur R par f (x) = x>. On a f’ (x) = 3x%. Pour x, =0, on a bien
f7(0) = 0 mais f” ne change de signe en x, = 0. F n’admet pas d’extremum en x,,.

Remarque

& Applications/Exercice 10
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Dérivées et primitives

3D. Bijections strictement monotones

Théoreme

Soit fune fonction définie sur un intervalle 1.

Si f est dérivable et strictement croissante sur I = [ a ; b ] alors f est bijective de

[a ;0] sur [ f(a);/(B) ].

Exemple

Soit fla fonction définie sur [ -1 ; +2 ] par f (x) = 2x> + 2x. On a f’ (x) = 6x? + 2,
c’est-a-dire f’ (x) > 0. Par ailleurs [ f(-1) 5 f(+2) ] = [-4; 20 ].

Conclusion : f est une bijection de [ -1 ; +2 ] sur [ -4 ; 20 ].

[ | Applications/Exercice 11

Théoréeme

Soit fune fonction définie sur un intervalle 1.

Si f est dérivable et strictement décroissante sur I = [ a ; b ] alors f est bijective de

[a;b]sur [f(0);f(a)]

Exemple

Soit f la fonction définie sur [0; +4] par f(X)= i .

Ona f(X =ﬁ, c'est-a-dire f (x)<0

-
&3

Conclusion : f est une bijection de [0; +4] sur

Par ailleurs [ f (4) ; f (0)] = = ; 15

o 0
5 B
[]

Applications/Exercice 12
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Remarque

Les théorémes précédents se généralisent aux cas ou I est un intervalle ouvert | a ;6 [

avec fbijective de | a; b [sur] f(a) ;f(b) [ousur] f(b) ;f (a) [ respectivement ; ou
méme aux intervalles de type ] - o0 ; + oo [.

Exemple

Soit f1a fonction définie sur ]- © ; + oo[ par f (x) = x>+ x + 1. On a £ (x) = 3x° +1,
c’est-a-dire f’ (x) > 0. f est une bijection strictement croissante.

Par ailleurs lim f = —o et li+m f =+,

Conclusion oof est une bijectizn (strictement croissante) de ]- oo ; + oo[ sur

]- 0 5 + oof.

| Applications/Exercice 13
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Dérivées et primitives

Exercices autocorrectifs
LI Applications

Définition du nombre dérivé

Exercice 1

Soit fla fonction définie sur R par f (x) = -x*> + 4x. En appliquant la définition, déter-
miner f~ (2).

Exercice 2

Soit C la parabole représentant la fonction f définie sur R par f (x) = -x* + 4x.

Déterminer f° (1) : a) en appliquant la définition ;
b) par simple lecture graphique.

Nombre dérivé et équation de la tangente

Exercice 3

A P’aide des nombres dérivés des exercices 1 et 2, déterminer I’équation des tangentes
(T)) et (T,) a la parabole C d’équation y = - x> + 4x respectivement aux points d’ab-

scisses a = 1 et a = 2.
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Fonctions dérivées

Exercice 4

Déterminer les fonctions dérivées f° des fonctions f définies par les expressions ci-des-
sous :

5 1
a) f(x)=-=x*+3x®*-x+5 ; b) f(x) =———
) 1(X) 4 ) 1) X% +8x +13
x> +5 1
o) f(x)= —= - d) f(x)=—(56x3+2)?
) £(X) 213 ) f(X) 10( )

e) f(x) = ﬁ%ﬁ . ) F(X)=+3x% +2x +1.

Primitives
Exercice 5

Déterminer, sur les intervalles I indiqués, les primitives F des fonctions f définies par :

x+i2, I =R*
X

a)f(x) = x*+3x-1LI=R ; b)fx

of(x) = (x-3)4I=R ; dfx =3@x-1)°1 =R
1 1
ef(xX)=—, 1 =|0;+ ; P f(X)=———,1 =|3;+cq.
) ( ) X4 ] 0({ ) ( ) (X_3)2 ] OC{
Exercice 6
Déterminer, sur les intervalles I indiqués, les primitives F des fonctions f définies par :

a) f(x)=(-2xV, [=R 5 b) f(x) =— L, 1= ; D
’ ’ G-y’ 2’78

Exercice 7

Déterminer ’'unique primitive F, de f vérifiant la condition donnée.
1

a) f(x)=2x-3 et EA1)=0 ; b) f(x)= et E(2)=3.

(x-1)°

Fonction dérivée et équation de la tangente

Exercice 8

Soit C la courbe d’équation y = x> — 3x + 2 . Déterminer I’équation de la tangente T,

a C au point d’abscisse a = 0.
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Variations

Exercice 9

1. Etudier les variations des fonctions définies sur R par :
a) f(x) :%x3 +x?-3x+1 ; b) g(x)=(x-2)(x+1).
2. Donner le tableau des variations de f et de g.

Extremums

Exercice 10

A TPaide des résultats de Pexercice 9, indiquer les extremums des fonctions f et g défi-
nies par :

1
a) f(x) =§x3 +x°-3x+1 ;3 b) g(x)=(x-2)(x+1).
En quels points est-ce que ces valeurs sont atteintes ?

Bijections strictement monotones

Exercice 11

Montrer que la fonction f définie sur [ -10 ; +10 ] par f (x) = 3x + 2 est une bijection
(strictement croissante) de [ -10 ; +10 ] sur [ -28 ; +32 ].

Exercice 12

1
Montrer que la fonction f définie sur [ 0 ; +3 ] par f(x) = 5 est une bijection
(strictement décroissante) de [ 0 ; +3 ] sur [ 0,1 ; +1 ]. 1+

Exercice 13

Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) = — o est une bijection (strictement
croissante) de R sur R. X
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Dérivées et primitives

==& Approfondissements

Extremums

Exercice 14

- -
Dans le repére (Os 7, J), on considére la parabole (P) d’équation y = ax? + bx + ¢
représentant la fonction f:x a ax? + bx + c.

Déterminer la valeur des réels a, b et ¢ (C’est-a-dire retrouver 1’équation de la parabole)
sachant que (P) passe par le point A(0 ; 2) et admet le point S(2 ; -2) pour sommet.

|7

°\i./

e

Primitives

Exercice 15

Sur les intervalles I indiqués, déterminer I’unique primitive F s’annulant pour
x = 1 des fonctions f définies par :

a) f(x) = x*+3x-1, I =R ; b) f(x) = -6x(-3x’+2)° I = R;

&) flx) = 21

ey IR

Exercice 16

Déterminer sur ]0 ; + o[ I’'unique primitive F de la fonction ftelle que F(1) = 0, sachant
que :

1
x2

a) f(x) = ; b) f(x)=§.

Exercice 17

Montrer que la fonction F définie par F(x) = x./n (x) - x est une primitive sur |0 ; +oo[
de la fonction f définie par f (x) = In (x).

@ 82930 TG PA 01



Dérivées et primitives

Bijections strictement monotones
Exercice 18 (BTS Info de Gestion 1999 - Partiel)

Soit g}a fonction definie sur intervalle ]0; +oof par g(x) = x? + Inx.
1. a) Etudier le sens de variation de g.
b) Dresser le tableau de variation de g (on ne demande pas les limites aux bornes du
domaine de définition).

2. a) Calculer g (0,5) et g (1).
b) Démontrer que I’équation g (x) = 0 admet une solution unique appartenant a
[ 0,5; 1], que I’on notera a. Donner un encadrement de o a 1072 prés.

3. Déduire des questions précédentes le signe de g (x).

1] Travaux pratiques

TP - Cotit marginal - Coilit moyen
Une entreprise fabrique des quantités ¢ de produits, et ’on note C(g) le colt occa-
sionné par la fabrication de la quantité g de ce produit.

On appelle colit marginal de rang q, ’accroissement de colit occasionné par la fabri-
cation de la g-ieme quantité de ce produit : C (¢) — C (g-1).
C (@) — C (¢g-1) représente également le taux d’accroissement de C entre g-1 ez g :
C(g -C(q-1)
g9-(q-1)

C(q9) -C(q-1)
-2 = C' ().
q-(q-1) &

On considéere alors que :

On appelle fonction cot marginal la fonction C, définie pour g = 0.par :
C, (@ =C (.

C(q)

On appelle colit moyen la fonction notée C,, définie pour g >0 par C,,(q) =
c’est-a-dire le colt de fabrication par unités produites. Nous allons vérifier sur des
exemples, puis de fagon générale, la proposition :

« s1 le coit moyen est minimal, alors le cotit marginal est égal au colit moyen ».
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Dérivées et primitives

. Dans une entreprise, le cotlt total de fabrication d’une quantité q variant entre O et

500 est donnée, en euro, par C (¢)= 6 ¢*> + 150 g + 600.
a) Déterminer la fonction cott marginal C, et €tudier son signe pour g [J [0 ; 500].

Déterminer le cott moyen C, .

b) Dresser le tableau de variation de C.
c) Vérifier que le colit marginal est égal au cott moyen lorsque ce dernier est minimal.
d) Représenter dans un méme repere les fonctions C, et C,, .

. Pour un second produit, le coit marginal C  est donne par C_ (g) =3 g> + 100.

a) Déterminer le cott C (g) de fabrication de la quantité ¢ de ce produit, sachant
qu’en raison des charges fixes C (0) = 250 000.
b) Vérifier que le cott marginal est égal au colit moyen lorsque ce dernier est minimal.

Pour ¢ > 0, on note C(g) le cotit total de fabrication d’une quantité q.
a) Economiquement, peut-on envisager que C’(¢g) <0 ?
b) Calculer la dérivee de C (¢) =¢. C,, (@)

¢) Si a est la quantité qui minimise C,,
calculer C’;, (a) puis déduire du b) que C,, (@) = C’ ().

d) Réciproquement, si a est la quantité telle que C,, (@) = C’(a). Montrer que
C’, (@) = 0.
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Comportements asymptotiques

"I Prérequis

e Généralités sur les fonctions
e Notions sur les limites

] Objectifs

* Consolidation et approfondissement des acquis des classes antérieures sur les
branches infinies et les asymptotes

| Contenu

1. Branches infinies

g

Droites asymptotes a une courbe

2A. Asymptote horizontale
2B. Asymptote verticale
2C. Asymptote oblique

2D. Position relative d'une courbe et de son asymptote
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Comportements asymptotiques

1. Branches infinies

Définition

Soient (C) la représentation graphique d’une fonction dans le repere (O, 7, j) ,

et M (x,y) un point de (C). On dira que (C) admet une branche infinie si I’'une au
moins des coordonnées de M peut prendre des valeurs infiniement grandes.

Exemple

Soit (C) la courbe d’¢quation y = 2% +1 et dont la représentation dans le repéere

x -1

-

(0, 1,7) est donnée ci-dessous :

20

(C) admet quatre branches infinies : en - o, en 1*, en 1" et en + oo,

Soit (C) la courbe représentant la fonction f: (C) admet une branche infinie si I’'une au
moins des propriétés suivantes est vérifiée par f:

a) imf=aou hmf=a (Cf.24. Asymptotes horizontales)
b) lim |f| =+, lim |f] = +e0 ou lim|f| = +e0 (Cf. 2B. Asymptotes verticales)
b~ b*

c) ll_’Zl ‘f‘:+oo ou lﬂft ‘f‘:+oo

[ | Applications/Exercices 1 et 2
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Comportements asymptotiques

2. Droites asymptotes a une courbe

2A. Asymptote horizontale

Définition - Asymptote horizontale
On dira que la droite (A) d’équation y = a est une asymptote horizontale de la cour-

be (C) en - o ouen + oo respectivement si lim f =a ou hmf =a.
—00 +00

Exemple
2x+1

x—1

Soit f la fonction définie par f(x)= , (C) sa représentation dans un

0.~ -C . , .
repere EP, 7, jE et (A) la droite d’équation y = 2.

20

PM = f(x)-2

Pour x donné (x > 1), considérons les points M(x ; f(x)) O (C) et P(x;2) O Q) : f(x) —2
mesure alors ’écart entre (C) et (Q).

D’ une part f(x)-2 = il# 0 donc (C) ne coupe pas (4).
X —

U3z O
’ li -2)=1 =0, c’est-a-di
D’ autre part Jm (f (x) ) 1m %H , C’est-a-dire plus x est grand et plus (C)

X — +oo

se rapproche de (D).

On fait le méme raisonnement en - co.
| Applications/Exercice 3
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Comportements asymptotiques

2B. Asymptote verticale

Définition - Asymptote verticale
On dira que la droite (A) d’équation x = b est une asymptote verticale de la courbe (C) si

lim £ = +o0 ou lim |f| = +e0 ou lim |f| = +e
b b

Exemple

) . . 2x +1
Soit fla fonction définie par f(x) = -1

- -

(C) Sa représentation dans un repere (O, 7, 7) et (A) la droite d’équation x = 1.

20

Pour x donné (x > 1), on considére les points M(x ; f(x)) U (C) et P(1 ; f(x)) O Q) :
x — 1 mesure alors I’écart entre (C) et (A).

D’une part x — 1 #0 car 1 Df, donc (C) ne coupe pas (4).
D’autre part lin% (x—=1) =0, c’est-a-dire plus x est proche de 1 et plus (C) se rappro-

x>1

che de (A), sans couper cette dernicre.

On fait le méme raisonnement pour x < 1.

| | Applications/Exercice 4
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Comportements asymptotiques

2C. Asymptote oblique

Définition - Asymptote oblique
On dira que la droite (A) d’équation y = ax+b est une asymptote oblique a la cour-
be (C) d’équation y = f(x) respectivement en - © ou en + o si :

lin_1oo [f(x)—(ax +b)] =0 ou lz'r{zm [f(x) —(ax +b)] =0.

Exemple

3
Soient fla fonction définie par f(x)=x -3+ 2’ (C) sa représentation dans un
X —

- -

repere (O, 17, j) et (A) la droite d’équation y = x - 3.

PM = f(x)~(x =3)

Pour x donné, x # 4, considérons les points M(x ; f(x)) O (C)etP(x; x—3) U Q) :
f(x) — (x — 3) mesure alors I’écart entre (C) et ().

3
D’ une part f(x)—(x—=3) :m # 0 donc (C) ne coupe pas (A).
D’ autre part lIim (f(x) —(x —3)) = Iim Dﬁ3 o= 0, c’est a dire plus x est grand et plus
X — +oo X — +oo —_— 4% ’

(C) se rapproche de (4).

On fait le méme raisonnement en - oo,

[ | Applications/Exercice 5
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Comportements asymptotiques

2D. Position relative d'une courbe et de son asymptote

La position de la courbe (C) : y = f(x) par rapport a son asymptote (A) :y =ax + b
est donnée par le signe de f(x) — (ax + b).

En effet, si f(x) — (ax + b) > 0 alors f(x) > ax + b, et (C) sera au-dessus de (Q).
Par ailleurs, si f(x) — (ax + b) <0 alors f(x) < ax + b, et (C) sera en-dessous de (Q).

Exemple

SoitfdéﬁniesurR—{4} par f(x)=x-3+ 2
X —

F(x)=x-3+—> donc lim [f(x) - (x—3)]=0
x—4 x - e

et lim [ f(x) - (x—3)] = 0.

La position relative de (C) et de (A) est donnée par le signe de :
3
Jlo)—(x=3) =——-.
x—4
D'ou :

si x <4 alors f(x) - (x —3) <0, et (C) est en-dessous de (A).
si x >4 alors f(x) - (x —3) >0, et (C) est au-dessus de (4).

Remarque
g 3
Pour f définie par f(x) =x -3 + 1
X —
, . . , ) . x® =Tx +15
Par réduction au méme dénominateur on obtient f(x) = 1
X —

La décomposition de f(x) sous la forme f(x) =x -3 +

fait cependant mieux apparaitre la droite (A): y = x =3 comme asymptote oblique

a la courbe en - ou en + .

| | Applications/Exercice 6
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Comportements asymptotiques

Exercices autocorrectifs
LI Applications

Exercice 1

Dans chacun des cas ci-dessous on donne la courbe(C) représentant la fonction f dans

0. = =L
le repere EP: t,J E Combien comporte-telle de branches infinies ?

a) f(x)=x b) f(x) = x +1 —+4
_x°+3
o 10=51
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Comportements asymptotiques

Exercice 2

1
Soit fla fonction définie sur ]1 ; +oo[ par f(x) = x ——1 et soit (C) sa représentation
-

dans le repere %), ;, ;E

Calculer lm f et lim f. Que concluez-vous ?
1 +00

Exercice 3

- -

Dans le repére SP, i,7 E montrer que la droite (D) d’équation y = 1 est une asymptote

x*+1

horizontale de la courbe (C):y = — - -
x°—5x+4

Exercice 4

- -

.0 . , .
Dans le repere %), 7, j[, montrer que la droite (D) d’équation x = 4 est une asymptote

. x+1
verticale de la courbe (C): y = ——.
(x—4)
Exercice 5
N A . ’ :
Dans le repére ?, 7, ][, montrer que la droite (D) d’équation y = - x + 1 est une
: —x* —x +3
asymptote oblique de la courbe (C): y = — oh en - o et en + oo,
x +
Exercice 6

- -

Dans le repére EO, 1,7 E, étudier la position de la droite (D) : y = — x + 1 par rapport a

-x?—-x+3

la courbe (C): y = o
X
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Comportements asymptotiques

1] Approfondissements

Exercice 7

Dans les cas, ci-dessous, on donne le tableau de variation de la fonction /. Indiquer 1’é-
. ‘ , . g -0
quation des asymptotes a la courbe (C) représentant f dans un repere %), 15] E

a)

by -2 2 +00
fx) -0 +
+00 1
1t \ /
-3
b)
X 3 +o00
['x) +
5
f(x) /
-00
Exercice 8
2
Soient fla fonction définie sur ]-1 ; +oo[ par f(x) = %;H-S, et (C) sa représen-

0. - -C
tation dans le repere EP, 1,7 E

1. Calculer lin_zl f(x) et li?{lmf (x) . Que concluez-vous ?

x>-1

2. a) Montrer que f(x)=-x+3 +i.
x+1

b) En déduire que la droite (D) d’équation y = — x + 3 est une asymptote oblique
de (C) en +oo.

3. Positions relatives de (C) et (D) :
a) étudier le signe de f(x) — (— x + 3). Interpréter graphiquement ce résultat ;

b) pour quelles valeurs de x a-t-on 0 < f(x) — (-x + 3) < 0,001 ? Interpréter graphi-
quement ce résultat.
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Comportements asymptotiques

Exercice 9

Recherche d’une asymptote oblique
Soient f une fonction définie au voisinage de +o et (C) sa représentation dans le repeére

. - -0

Seligls

On suppose que (C) admet une asymptote oblique (D) d’équation y = ax+ b en +oo.

1. Montrer que a= lim——= i )

X — +oo X

2. Montrer que b= lim (f(x)-ax).
3. Application :
-x>+2x +8

soit f la fonction définie sur -1 ;+oo[ par f(x)= 1
X

a) Calculer lim——= (e,

X — +o0o0 X

b) Calculer lim (f(x)-ax).

. On note a le résultat.

¢) Que concluez - vous ? Comparez le résultat avec celui de 'exercice 8.

Exercice 10

On considére une fonction f définie sur ]0 ; + o[ dont la courbe représentative (C) est

. - =L
donnée ci-dessous dans un repere orthonormé ?, 5 ]E

La droite (D) d’équation y = x est ¢galement représentée dans le repere.

£ )

+7.

+6_

+5 |

+4 |

+3

*+2

+2 +3 +4 +5 +6 +7

- Représentation de f et de son
asymptote oblique (D)
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Comportements asymptotiques

Le but du probleme est, dans une premiere partie, de déterminer graphiquement cer-
taines propriétés de la fonction f, puis de les prouver dans une deuxiéme partie.

Exploitation du graphique
1. On suppose que ’axe des ordonnées et la droite (D) sont asymptotes a la courbe (C).

A partir de cette hypothése, donner ling f(x) et lz'nf f(x).

2. Le point K (% g %) est le point commun a (C) et (D).

D’apres la représentation graphique, quelle est en fonction de x, la position de la
courbe (C) par rapport a la droite (D) ?

3. D’apres la représentation graphique, quel est le sens de variation de f?

Justification des observations graphiques

La fonction f est définie par f(x) = x S —szour x> 0.
X x

1. a) Calculer lim f(x), puis lim f(x)=x et justifier le fait que la droite (D) est
asymptote a la courbe (C).

b) En étudiant le signe de f (x) - x, retrouver les résultats de la question A.2.

3
. .. . _x +3x-1
2. a) Montrer que, pour tout x strictement positif, f (x) peut s’écrire : f(X) ==———.

b) Calculer lz'ng f(x) et justifier le fait que I’axe des ordonnées est asymptote a (C).

(x=1)*(x+2)
x3

3. a) Calculer la dérivée £’ (x) et montrer que f'(x) = pour x > 0.

b) Etudier le signe de f’ (x) et donner le tableau de variations de la fonction f.

c) Calculer une équation de la droite (T) tangente au point A d’abscisse 1 de (C).
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Logarithme népérien
Fonctions exponentielles
Fonctions puissances

I Prérequis

e Généralités sur les fonctions, dérivées, limites

] Objectifs

e Consolidation et approfondissement des acquis sur les fonctions logarithme
népérien, exponentielles et puissances réelles

| Contenu

Fonctions logarithme népérien et exponentielle de base e

Définition - Conséquences

Propriétés algébriques

Application a la résolution d’équations et d’inéquations
Propriétés analytiques

Fonction exponentielle de base a

Définition - Conséquences
Propriétés algébriques
Propriétés analytiques

Fonctions puissances

Définition - Conséquences
Propriétés algébriques
Propriétés analytiques

Croissances comparées des fonctions logarithme népérien,
exponentielles et puissances
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Séquence 5 Logarithme népérien - Fonctions exponentielles — Fonctions puissances

1. Fonctions logarithme népérien et exponentielle
de base e

1A. Définition - Conséquences

Rappelons que si une fonction f admet une primitive F sur R alors f admet une
infinité de primitives sur R, et que parmi celles-ci il n’en existe qu’une seule qui
s’annule pour x = 1.

Définition
On appelle fonction logarithme népérien, et ’on note /z, ’'unique primitive, défi-

) . 1 .
nie pour x > 0, de la fonction x a — et qui s’annule pour x = 1.
X

etinl = 0.

R | =

On a donc pour x > 0, (lnx) =

Représentation graphique

L.

0 i

Théoreme

La fonction logarithme népérien est bijective de R*_sur R.

. L. . : 1
En effet, la fonction /n est dérivable et strictement croissante ( car — > 0) :
X

c’est donc une bijection de ] ;5 +eo[ sur fJ0 5 +eo[) = | lim Inx 5 lim Inx | .

X —>+oo

Comme par ailleurs lim Inx =-et lm Inx=+oo, la fonction In est bijective de

x—0 X —>+oo

10 5 +oo[ sur J-oo 5 +oof.

Conséquence de la définition

Si10<x <1 alors In x <Inl car la fonction I est strictement croissante, donc /n x < 0
De méme si 1 < x alors /nl </n x donc 0 < /n x.

Par exemple : In 0,5 = - 0,693 147...etIn 2 = + 0,693 147...
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Logarithme népérien - Fonctions exponentielles — Fonctions puissances Séquence 5

Sur votre calculatrice, la touche LN correspond a la fonction logarithme népérien, LOG
correspond a la fonction logarithme décimal log :

In (x)

In (10)

log(x) =

Définition - Le nombre e
On appelle nombre e 'unique solution de I’équation /nx = I. On a donc : In e = 1.
On établit que e = 2,718 281 828 459 045 9...

Définition
On appelle fonction exponentielle de base e la bijection réciproque de la fonction
logarithme népérien. On la note indifféremment x a exp(x) ou x a €~

Si x > 0 alors e = x et si x € R alors In(e*) = x.

Exemple
e =2 et In(e®) = 3.
- -
Dans le repere orthonormé | O, 7, j | les courbes représentant x a e* et x a [n(x) sont

symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

Conséquences de la définition
1. Pour tout x € R: ¢ > 0.

2. La fonction exponentielle de base e est une bijection de R sur ]O ; +oof.
3.Six >0etye Ralors y = Inx équivaut a x = & et en particulier :
{e” =1 (car Inl = 0)

e' =e(carlne =1)
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Séquence 5 Logarithme népérien - Fonctions exponentielles — Fonctions puissances

1B. Propriétés algébriques

Théoreme

Propriété fondamentale du logarithme népérien.

Pour tous réels a et b strictement positifs :
In(ab)=Ima+nb

I (3= lna —Inb 5 In () = —nb
b b
In (a") =n. Inapour n UZ

In (a®'?) = 2 apour (p, g) UZx Z*
)

Exemples

O3 + In2 =1,791 759... Bn3 - In2 = 0,405 465... BnS =1,609 437...

%n6 =1,791 759... Qng = 0,405 465... Q % =-1,609 437..

On3* = In81 =4,394 449, .. n6 =0,895 879...

O [h
@.In3 =4,394 449... g.ln6 = 0,895 879...

[ | Applications/Exercices 1 et 2

Remarques

1. Pour deux réels a et b non nuls avec ab>0 : In(ab) = Inla| + In|b]|.
Noter par exemple que n 6 = In(-2)(-3) mais «In(-2) + In(-3)» n’est pas défini.

2. De méme noter I’égalité n(a®) = 2.In|a| ... et non 2./m(a) qui n’est définie que
pour a > 0.

Si a et b sont deux réels alors :

ea
eb

o ea—b —

1
— a+tb . — ab . -
ea'eb e® b)(ea)b eab,ea — ;
e

| | Applications/Exercice 3
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Logarithme népérien - Fonctions exponentielles — Fonctions puissances Séquence 5

1C. Application a la résolution d’équations
et d’inéquations

1C1. Equations logarithmiques et exponentielles

La fonction /n étant une bijection strictement croissante, pour tous réels a, b stricte-
ment positifs et ¢ quelconque, on a :

Ina=Inbéquvaut a a = b

In a = ¢ équivaut a a = €.

Exemple 1
Résolvons I’équation logarithmique /n(x-1) = 3.ln 2.
Cette équation est définie si x — 1 > 0 c’est-a-dire pour x [ ]1 ; +oof
Six []1;+oo[ (x > 1) alors ’équation est équivalente a :
In(x-1) =In 8 C’est-a-dire x -1 = 8
d’ou x = 0.

L’équation a donc pour unique solution x = 9.

| Applications/Exercice 4

Exemple 2
Résolvons I’équation logarithmique #(3x+ 1) = 4
L’équation n’est définie que si 3x + 1 > 0 c’est-a-dire si x [1] —1/3 5 +oo]
Six ] —-1/3 ; +oo[ (x > -1/3) alors ’équation est équivalente a :
MG+l = ot goit 3x + 1 = ¢t .

L’équation a donc pour unique solution x = (e* — 1)/3.

| | Applications/Exercice 5

La fonction exp étant une bijection strictement croissante, pour tous réels a, b quel-
conques et ¢ strictement positif, on a :

a — ,b

et =¢’ eéquivauta a =b

e =c¢ équivauta a =Inc
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Séquence 5 Logarithme népérien - Fonctions exponentielles — Fonctions puissances

Exemple 3
L’équation &3 — ¢2* = 0 est définie pour tout x € R et est équivalente a
e&t? = ¢ s0it x + 3 = -2x d’ou x = -1.
Exemple 4
L’équation ¢* - 3 = 0 est définie pour tout x € R et est équivalente a :
¢ = 3 ou encore a In(¢X) =3 d’ou x = 3.

=& Applications/Exercice 6

1C2. Inéquations logarithmiques et exponentielles

La fonction /z étant une bijection strictement croissante, on a :
pour tous réels a, b strictement positifs et ¢ quelconque :
Ina<Inbéquivautaa <b
Ina <céquivaut a a < ¢°

Exemple 1
Résolvons I’inéquation logarithmique n(2x-1) < In(x+5)

2x-1 > 0

a) Cette inéquation est définie si
) 4 {x +5>0

NP 1
c’est a dire si x € ]E; + o,

. 1 1 ., ) , . \
b) Six e ]5 5 too[ (x> > ) alors I’inéquation est équivalente a :

(2x-1) < (x+5) c’est-a-dire a x < 6.
¢) ’inéquation a donc pour ensemble de solutions.

S = ]%; oo [A]—o0; 6] = ]% ; 6.

On pourra observer ce résultat a I’aide d’une calculatrice graphique en représentant les
courbes d’équations y, = n(2x-1) et y, = In(x+5).

" Les solutions x de I’'inéquation /n#(2x-1) < In(x+5) sont les abscis-
/,-"' L ses des points de (C,): y = In(2x-1) situés au dessous de

u_l|' 8 a| (C):y=in(x+5).

@ =& Applications/Exercice 7 et 8
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La fonction exp étant une bijection strictement croissante, pour tous réels a stricte-
ment positif et x, y quelconques :

&€ >a équvauta x >Ilna
&> équivaur a x > y.

Exemple 2

L’inéquation ¢>* > 1 est définie pour tout x [ R . Elle est équivalente a :

m(e*™) >Inl c’estadirea 2 -x > 0.
Elle a pour ensemble de solutions S = ]- o ; 2[.

| Applications/Exercice 9

1D. Propriétés analytiques

a) m Inx =-cet im Inx =+

x -0 X — +00
. . Inx
b) Iim x.nx=0etlim — =0
x -0 X — +00 X
. " . Inx %
c) m x".lnx =0 et lim =0 pourn [UIN*.
x-0 x ot el

Remarques

1. Le a) indique que I’ensemble image de ]O ; +oo[ par la fonction /z est R et donc
que /n est bien une bijection de ]0 ; +oo[ sur R.

2. Pour ¢) on dit qu’au voisinage de zéro et de I’infini, la fonction mondme croit plus
rapidement que la fonction /n.

| Applications/Exercice 10

a) ime* =0 et hm e* =+oo

X — —00 X — too
ex
b) lm xe* =0 et lim — = +oo
X — —00 x_>+oox

X

c) lim x".e* =0 et lim e_n =+00 pourn ON*,

X — —00 x—»+oox
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Remarque

Pour c) on dit qu’au voisinage de I’infini, la fonction exponentielle de base e croit plus
rapidement que la fonction monome.

| | Applications/Exercice 11

Théoreme 3 — Dérivés
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, et telle que u#(x) > 0 pour tout x [
I, alors :
_u'(x)
( n(u(x)) ) = .

u(x

Exemple
La fonction dérivée de la fonction x > & (x>+1) sur R est :
N (x) _ 2x .
ulx) x°+1

[ | Applications/Exercice 12

Conséquence

u'(x)

u(x)

Sur tout intervalle ou « >0,x — admet donc pour primitives x — n(u(x)) + cte.

Par exemple, la fonction x

) 1
définie sur ]— ; + oo,
2x—1 2

1
admet pour primitives x > n (2x-1) + cte sur ]5 3 +oof

[ | Applications/Exercice 13

1. La fonction exponentielle de base e est dérivable sur R, de plus (¢¥)’ = ¢&*

2. Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I alors la fonction composée

x > e“® est dérivable sur I de plus :
(@ )’ = u’(x). ™,
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Logarithme népérien - Fonctions exponentielles — Fonctions puissances Séquence 5

Exemples

1. La fonction x — 5¢* —2x est dérivable sur R et sa dérivée est x > 5¢* 2.

2. La fonction x > ¢~ est dérivable sur R et sa dérivée est x > (2x-3). 3%,

[ | Applications/Exercice 14

Conséquences

) 1 b
sont les fonctions x — — ™™ + cte.

a

1. Les primitives de x > ¢®*t

2. Les primitives de x — u’ (x).¢*® sont les fonctions x > @ + cte.
Exemples
. .. 1
1. La fonction x > ¢ + ¢3* a pour primitives x > — > +§e3" +cte.

2. La fonction x - (2x-1) e®** a pour primitives x > e® +cte.

[ | Applications/Exercice 15

2. Fonction exponentielle de base a

2A. Définition et conséquences

Définition
On appelle fonction exponentielle de base a > 0 (a # 1) la fonction définie sur R par
x = af = ex.lna

Conséquences

0 _ O.lna ]

h’ = ¢ =
1. Pourtoutx O R :a* >0 et 51
1 - 1.lna -

e a

2.Six [ORety=0 alors y = a* équivaut a In(y) = x./n(a).
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2B. Propriétés algébriques

Propriété
Pour a, b J]0, 1[1J]1 ; + oo[et x, y réels :

a“.a’=a" 5 a'.b*=(ab)* ; a*=— ; a”

Pour a [0]0, 1[0]1 ; + oo[et x, vy réels :
a* =& équivaut a x =y
a* <& équivaurax >ysiall] 0;1]
a* < @ équivaut a x <y sia ] 1 ; +oo[

Exemples
a) 2* < 16 équivaut a 2* < 2% c’est-a-dire x < 4.
o _ 1 2 Dlﬁ<qﬁc'est—é—direx24.

o< 4 1 —
b) B0 81 équivaut a B0 SR0

Application aux équations
Exemple

Résolvons I’équation 2.2%%-5.2* + 3 = (.
a) ’équation est définie pour tout x [1 R. Elle est équivalente au systéme

%X =2 dont les solutions sont X = i oulX =1.
[2X2—5X +3 =0 2

. (B0 < g In1,5
d’ou xIn2 = In = _c’est-a-dire X = )
(pU In2

| W

Si X =§ alors 2% =

SiX=1alors2*=1doux =0.

b) ’équation a donc pour ensemble de solutions S = {0 ; l’; 1;5}_
n

[ | Applications/Exercice 16

@ 82930 TG PA 01
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2C. Propriétés analytiques

La fonction exponentielle de base a (a>0; a# 1) est dérivable sur R, de plus (a¢*)’= In(a).a".

Exemple
(3%)°= In(3).3"

=& Applications/Exercice 17

Suivant les valeurs duréel a, a € ]0 ;1 [ ou a € ]1 ; +oo[, les variations de la fonction
exponentielle de base a sont données par les tableaux ci-dessous :

Siace |0;51[:/n(a) <0 Siae 15+ :In(a) >0

r - r +

+oo too
£ \ fe /
0 0

On obtient, par exemple, les représentations suivantes :

[ L
(C) 1y =04 (C) :y=2*

=& Applications/Exercice 18
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3. Fonctions puissances

3A. Définition et conséquences

Définition
Pour a réel, on appelle fonction puissance la fonction définie sur [0 ; + oof par :

x> x2 = ™ (x# 0)
00

Remarque

Pour tout x >0 on a x4 > 0.

3B. Propriétés algébriques

"~ Pour a, b constantes réelles et pour x >0 :

a b — _a+tb -a 1 a-b _xll a\b — _.ab
x*.x’ =x 3 X5 =E— 5 X7 =— (x*) =x%.
x x

Remarque - Puissances rationnelles

Pour x positif :

= Vx5 X =3x ;5 X" =tk e xP = Nx =('"V/x) :
Exemple

Pour x positif : %@ = (366)g = x> =x".

| Applications/Exercice 19
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3C. Propriétés analytiques

Pour a réel, la fonction puissance est dérivable sur ]0;+oo[, de plus (x%)’ = a.x*".

Exemples
o (xV)’=m.x" 1
e (x9)’=e.x!

=& Applications/Exercice 20

Sia<0 Sia>0
X 0 +oo x 0 +co
e - e +
+oo oo
f() \ f) /
0 0

On obtient, par exemple, les représentations suivantes :

(CI) cy = X172 (Cz) ry = K173 (Cg) cy = 32
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Séquence 5 Logarithme népérien - Fonctions exponentielles — Fonctions puissances

4. Croissances comparées des fonctions logarithme
népérien, exponentielles et puissances

Théoréeme - Limites en + «

Si a est une constante réelle strictement positive alors :

a

tim % =0 et im X =0.

X = +00 x" xa+ooex

Exemples

Inx x°

lim T:O, lim — =0.
X — too X — too
X e

Remarques

1. Ces résultats généralisent ceux obtenus pour la fonction monome. On dit de méme
qu’au voisinage de I’infini, la fonction exponentielle croit plus vite que la fonction

puissance x > x% (a > 0) qui elle-méme croit plus vite que la fonction logarithme
népérien.
2. On déduit des résultats précédents que pour a > 0 :

Iim x%* =0

X - =00

[ | Applications/Exercice 21
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Exercices autocorrectifs
LI Applications

Fonctions logarithme népérien et exponentielle
de base e

Calculs

Exercice 1

Simplifier I’écriture des réels :

A=n2+n

@g %

=In %E In %
C=3.In5+n oe

Ul
Lo

Exercice 2

Exprimer a ’aide des réels n2, In3, In5 les réels :

B s i D8 4TS 8 i 0.0 ¢ zn(60),1n5£_5§

Exercice 3

Simplifier les expressions : 4 =& B =(*) C=e¢" D=¢" E=[e)

Equations

Exercice 4

Résoudre dans R I’équation ci-dessous, puis observer sur votre calculatrice le résultat :
q p
In(x-1) + n2 = In(x+2)
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Exercice 5
Résoudre dans R les équations : a) ln(x +3) -2 =0 ; b) In(x+1) +1 =0.

Exercice 6

Résoudre dans R les équations : a) & —e?*=0 ; b)e*-5=0.

Inéquations

Exercice 7

Résoudre dans R I’inéquation 2./n(x) = n(3x — 2).

Exercice 8

Résoudre dans R I’'inéquation /n(3x-1) > 2.
On observera le résultat sur une calculatrice graphique.

Exercice 9

Résoudre dans R I’inéquation - 3¢ + 8 > 0.

Limites

Exercice 10

1. Calculer les limites de la fonction x — 2. n(3-x) aux bornes de son domaine de
définition.

2. Calculer lim (3x — Inx) et lim ) ~4%

X — +oo X — +oo X

Exercice 11

1. Calculer les limites de la fonction définie par f(x) = x - ¢* aux bornes de son domaine
de définition.

2. Calculer lim 2x —e™).

X — +oo

Dérivées - primitives

Exercice 12

Déterminer les fonctions dérivées des fonctions définies par :

1+ nx

a) f(x) =x.In(x) -x ; b) fx)=

o) fix) = +Inx)?> ; d) flx)=In(x*+3x+4).
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Exercice 13

Déterminer les primitives de la fonction définie sur ]-3 ; +oo[ par :
2
+

flx)=

x+3

Exercice 14

Déterminer les fonctions dérivées des fonctions définies par :
a) f(x) =& -ex 5 b) f(x) = - ¢~

e +1
O f)=@x-3). 5 & T0= 5

Exercice 15

Déterminer les primitives sur R des fonctions définies par :
a)flx) =¢*+2x 5 b)) =e+2 ; o) flx) =

Fonction exponentielle de base a

Equation et inéquation

Exercice 16

d) flx) = &>

Résoudre dans R I’équation et I’inéquation : a) 2%*-8 =0 ; b) 3%t > 3,

Dérivées

Exercice 17

Déterminer les fonctions dérivées des fonctions définies par :
a) fix) =3°-x> ; b)flx) =3*-3"

Limites

Exercice 18

1. Calculer lm (2x —3%).

2. Déterminer les limites de la fonction x = x - 9* aux bornes de son domaine de définition.
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Fonctions puissances

Calculs

Exercice 19

Simplifier les expressions :

Dérivées

Exercice 20

Déterminer les fonctions dérivées des fonctions définies par :

a) flx) =x‘-ex ; b)f(X):x‘Fz.

Croissances comparées

Exercice 21
3
Calculer lim 1—x).e ™ et lIim ln(y; ).
X — +oo X — +oo x

] Approfondissements

Propriété fondamentale

Exercice 22 - Propriété fondamentale du logarithme népérien

1. Soit @ un réel strictement positif et g la fonction définie pour x > 0 par
g(x) = In(ax) — In x.
Montrer que g est une fonction constante.

2. On pose pour tous réels strictement positifs a et x : In(ax) — In x = c.
Déterminer la valeur de ¢, et en déduire que n(ax) = lna + In x.

Equations et inéquations

Exercice 23

Résoudre dans R les équations, ci-dessous, puis observer sur votre calculatrice les résultats.
a) 2 In(x-1) —In(x+2) =0 ; b) n(x*-1) + 2.2 > In(4x-1).
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Exercice 24

On considére le polynome de la variable réelle x : P(x) = 6x> - 5x - 1.
1. Résoudre dans R I’équation P(x) = 0.

2. a) En posant X = ¢* déduire du 1. les solutions dans R de I’équation
6.2 -5¢-1=0.
b) En posant X = In(x) déduire du 1. les solutions dans R de I’équation
6.(In x)> -5 x-1=0.

Exercice 25

On considére le polynome P de la variable réelle x défini par P(x) = 2x> + x% - 5x + 2.
1. Calculer P(1).

2. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que P(x) = (x -1).(ax?> + bx + ¢).
3. Résoudre dans R I’équation P(x) = 0.
4. En déduire les solutions dans R des équations :
)2 +e¥-5+2=0 ; b)2(nx)®+ nx)*-5Inx+2=0.
Dérivées - primitives

Exercice 26

On considere la fonction 4 définie par : 4(x) = x. In x — x.
1. Calculer 2°(x).

2. En déduire sur |0 ; +oo[ une primitive G de la fonction g définie par :
glx) =2x -3 +nx.

Exercice 27

On consideére la fonction f définie sur R par : f(x) = (5x - 2)¢&~.
Déterminer les réels a, et b afin que la fonction F définie par F(x) = (ax + b).¢* soit une
primitive de f sur R.

Etude de fonctions

Exercice 28

On considére la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ par f(x) = x> —2.In(x).
On note (C) sa courbe représentative dans le repere (O, ;, ;)

1. a) Calculer lz'(;)n f . Qu’en déduisez-vous ?

b) Calculer l{m f.
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2. Calculer f ’(x).
3. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

4. Complétez le tableau de valeurs de f(x) ci-dessous a 1072 prés par défaut :

x 1/4 1/3 1/2 1 1,5 2 2,5 3
J)

5. Représenter (C).
6. Déterminer graphiquement les solutions de I’inéquation

flx) £ 2.

Exercice 29

Informatique de gestion - Nouvelle Calédonie 2000 (Partiel)
Soit f la fonction définie sur ’intervalle [ O ; + o[ par f(x) = (x + 3)(e™* — x +6).

A) Etude d’une fonction auxiliaire
On considere la fonction g définie sur [ 0 ; + oo par g(x) = (- x - 2)e™ — 2x + 3.
On donne le tableau de variation de g.

g'(x) -

g(x) 0 \

1. Déterminer, suivant les valeurs de x, le signe de g(x).

2. a) Reproduire et compléter le tableau suivant (donner les résultats sous forme
décimale, arrondis a 10 ~> prés) :

x 0,88 | 0,89 | 0,90 | 0,91 | 0,92 0,93 | 0,94 | 0,95
g(x)

b) En déduire un encadrement de a, d’amplitude 10 ~2.

B) Etude de f.

1. a) Etudier la limite de fen +oo.
b) Vérifier que pour tout x appartenant a [0 ; + oo f7 (x) = g(x).
c) Dresser le tableau de variation de f sur [0 ; + oof.
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Donner une valeur approchée de f(o) en prenant 0,92 pour valeur approchée de o.
d) Démontrer que pour tout x appartenant a ’intervalle [0;6], f(x) > 0.

2. On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repere
orthogonal (unités : 2 cm en abscisse et 0,5 cm en ordonnée).
Tracer la courbe (C).

Exercice 30

Partie A

On consideére la fonction g définie sur | 0 ; + o [ par:
g(x)= - x*>- 2 + 2 In x dont on donne ci-contre la représentation 0
graphique.

Par lecture graphique : 3
a) Donner le tableau de variation de g. ]
b) Déterminer le signe de g(x) pour tout x de | 0 5 + oo [. .

Partie B

/
Soit fla fonction définie sur ] 0 ; + = [ par f(x) =—x+5 _o X
X

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O, ;,;)
(unité graphique : 1 cm).

1. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers + oo,
2. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers 0.

3. a) Calculer la dérivée f’de f.
_ 8(x)

b) Vérifier que pour tout x de ] 05+ [, f'(x) ===
X
c¢) En déduire le signe de f’, puis le tableau de variation de f.

4. Tracer (C) dans le repere (O, ;,;)

On précisera les valeurs décimales approchées de f(x) a 0,01 prés pour les valeurs entie-
res de x allant de 1 a 10 inclus.

5. Soit % la fonction définie sur ] 0 ; + oo [ par A(x) = (In x)2.
Calculer la dérivée de 4. En déduire une primitive F de fsur ] 0 ; + o [ .
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Exercice 31

Le repere (O, 1,7 ) est orthonormé (unité 2 cm).

La courbe (C) ci-contre est la courbe représentative de la
fonction f définie sur R par : f (x) =2x + 2 - ¢~

La droite (D) a pour équation : y = 2x + 2. Le point A a pour
coordonnées (0 ;1) et le point B a pour coordonne¢es (-1 ; 0). B/ 7

//
/
On se propose dans ce probleme : cl

— d’étudier graphiquement certaines propriétés de f

— de justifier par le calcul I’étude des propriétés de f et le tracé de (C).

Partie A - Etude graphique
1. a) Préciser f (0).
b) Déterminer une équation de la droite (AB).
c) La droite (AB) est la tangente a la courbe (C) en A. Préciser f’ (0).

2. Justifier ’affirmation suivante : I.’équation f (x) = 0 posseéde 2 solutions o et § (o < [3).

Par lecture graphique donner un encadrement de chacune de ces solutions par deux
entiers consécutifs.

Partie B - Etude de f
1. Etudier la position de la courbe par rapport a (D).

2. a) Résoudre I’inéquation : 2 - ¢ > 0.
b) Calculer £’ (x).
¢) Etablir le tableau de variations de f (on calculera la valeur exacte du maximum).

3. Déterminer une équation de la tangente a (C) au point d’abscisse 0.
Quel résultat retrouve-t-on ainsi ?

4. On se propose de déterminer un encadrement de 3 d’amplitude 0,1.

Compléter le tableau suivant (on donnera les valeurs a 0,1 pres) :

X 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2
Jx)

En déduire ’encadrement demandé.
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Partie C - Calcul de primitive

Déterminer une primitive de f sur R.

Exercice 32

- Informatique de gestion - Session 1999 (Partiel)

Partie A
Soit g la fonction définie sur I’intervalle ]0 ; +oo[ par g(x) = x? -1 + In(x).
1. Calculer g(1).

2. Montrer que g est strictement croissante sur |0 ; +oo[.

3. Déduire des questions précédentes que g est strictement positive sur l’intervalle
]1 ; +oo[ et strictement négative sur ’intervalle]O ; 1[.

Partie B
Soit fla fonction définie sur ’intervalle ]0;+o[ par
f(x)=x _1_In_x_
X

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé
(0.7).
1. On admet que lirrg)f(x) = +oo,

Déterminer la limite de f en +c0 (on pourra utiliser le résultat im — =0).
X — +oo X

g(x

5 -
X

2. a) Vérifier que, pour tout x appartenant é] 0;+ oc{, f'(x)=
b) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

3. a) Montrer que la droite (D) d’équation y = x - 1 est asymptote a la courbe (C).
b) Etudier la position de (C) par rapport a (D).

4. a) Recopier et compléter le tableau suivant, en donnant les résultats arrondis a 10! preés.

x 0,25 0,5 1 2 e 4 6 8
f)

b) Tracer la droite (D) et la courbe (C). (On prendra 2 cm pour unité graphique).
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Partie C
Montrer que la fonction 4, définie sur | O ; + oo[ par :

h(x) = %(ln x)?

est une primitive de la fonction %, définie sur ] 0;+ oo[ par k(x) = ln_x
X

En déduire une primitive F de fsur] 0 ; + oo [.
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Unite 3
Suites numeériques

Prérequis

* Notions de fonction et d’application

Objectifs

e Initiation a I'étude des phénomenes discrets

Contenu

* Séquence 1 : généralités sur les suites numériques
e Séquence 2 : limites des suites

e Séquence 3 : suites arithmétiques — suites géométriques
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Généralités
sur les suites numeériques

| Prérequis

* Notions de fonction et d'application

| Objectifs

e Initiation a I'étude des phénomeénes discrets

| Contenu

1. Définition - Propriétés

2. Variations des suites

2A. Variations

2B. Suites monotones
2C. Suites bornées
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Généralités sur les suites numériques

1. Définition - propriétés

Définition
Une suite numérique # définie sur N est une application de N vers R.

u:n— uln)
u(n) est le terme général de la suite u. On le note encore u, . La suite u est aussi notee

(w,) ,n N

Exemples
1. La suite (u,) , définie sur N par u : n+— 2n + 1 a pour terme général
u,=2n+1.

Ses premiers termes sont : u, = L, u, =3, u, =5, u, =7, ...

C’est la suite des nombres impairs.

2
2. La suite (v,), définie sur N * par ¢ = 2 a pour premiers termes :
" n(n+l1)
3 11
VvV, =—,v, =1lv, =—, €tC.
1 2 2 1’ 3 12

3. Soit (u,) , la suite des nombres premiers c’est-a-dire des nombres entiers qui
ont 2 diviseurs entiers distincts 1 et eux mémes. u,=2,u, =3, u,=5u,=17,

u, =11, etc.

Remarque

Parmi les suites préceédentes certaines peuvent €tre notées u, = f(n), et ne sont que

des cas particuliers de fonctions numériques seulement définies sur N.

- -

Ces suites sont représentées comme des fonctions dans un repére (O, ¢, j) en portant
n en abscisse et ©, en ordonnée.

Exemples

n +2

Pour u et v définies, respectivement, paru, =2n+1 etv, = ﬁ
n(n+

| Applications/Exercice 1
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Généralités sur les suites numériques

Remarque

Une suite numérique # peut aussi étre définie sur un sous-ensemble I de N qui est
I’ ensemble des indices de la suite. Nous ne traiterons que les suites définies sur N ou sur N *,

Définition

Si pour tout indice non a : u ., , < 0la suite est dite alternée.

Exemple

. e -1 )
La suite (u,), définie sur N par u, = ( +) I a pour premiers termes :

n
_ 1 1
u, = 1, u =-3 u, = 3’ etc
Elle est alternée car :
G ) G D S G O S (-1

Ut T 0T T2 D +2)  (ntD(n +2)

Définition
On appelle suite récurrente toute suite définie par un ou plusieurs premiers termes
et une relation liant des termes successifs de cette suite.

Exemple
0 = 0
La suite (u,), définie par [J 1 est une suite récurrente.
n’n .
Eunﬂ :Eu" +6 st n=20
On a successivement

1 1 1 9 21
u, ZEuO +6 =6, u, :Eul +6 =9, u, :Euz +6 :5 10 :?, etc.

| Applications/Exercice 2
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Généralités sur les suites numériques

2. Variations des suites

2A. Variations

Définition
Soit u# une suite définie sur N par u : n —» u_. On rappelle que :
n
u est croissante sur I si On, v, =u
n+1 n
u est strictement croissante sur I'si Un, u > u

u est stationnaire si On, ., .= u .
n+1 n

On définit de la méme manieére les suites décroissantes et strictement décroissantes.

Remarque

I étude des variations de u revient donc a Pétude dusignede - u, .

Exemples
1. La suite (), définie sur N par u, = 37 - 5 est une suite strictement croissante car :

u,,-u, =0BMmn+l)-5)-0CBn-5)=3n+3-3n=3.

2. La suite (v,), definie par :
o =0
W,y =0, -5 st n=20

est une suite strictement décroissante car:v,,, - v, = -5.

| | Applications/Exercice 3

Remarque

Pour les suites a termes strictement positifs on a :

u
>y, - “1>1etu,<u - 2L<1

u u

n n

u

n+l

L’ étude des variations de u revient alors a comparer

u

n+l

u

n

@ 82930 TG PA 01
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Généralités sur les suites numériques

Exemple
La suite (), définie sur N par u, = ﬁ est une suite a termes strictement positifs.
nn+
1
Uy _ (n+Y(+2) = n(n+l) _ n
u, 1 (n+t)(n+2) n+2
n(n+1)

u
donc —% <1.
u

n

(un) est une suite strictement décroissante.
| Applications/Exercice 4

Soit fune fonction de R - R.
Si f est strictement croissante sur [0;+0o[, alors la suite = f(n) est strictement crois-

sante.
Si f est strictement décroissante sur [0;+0], alors la suite u, = f(n) est strictement

décroissante.

Exemples
1. La suite (), définie sur N par u, = 3n - 5 est une suite strictement croissante

car la fonction x — 3x -5 est strictement croissante sur R.
2. La suite (v,), définie sur N par :

_n+l
v, =
2n+1

est une suite strictement décroissante car la fonction

x +1
2x +1

X =

est strictement décroissante sur [0;+oo[.

[ | Applications/Exercice 5
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Généralités sur les suites numériques

2B. Suites monotones

Définition
On dira que la suite # est monotone si elle est croissante ou décroissante.

On dira que la suite u est strictement monotone si elle est strictement croissante ou
strictement décroissante.

Exemples
1. Les suites (u ), et (v,), definies au § 2.A. par:u = 3n-5 et
v, =0

[]
(M, = 0,5 st n20

sont des suites strictement monotones.

2. La suite (w,) définie par w = (-1)" n et dont les premiers termes sont

w,=0,w, =-lL,w,=+2,...

0
n’est pas une suite monotone.

| | Applications/Exercice 6

2C. Suites bornées

Définition

Soit u une suite définie sur Nparu:n - u,

On dira que u est majoree §’il existe un réel M tel que Un, u, < M.
On dira que u est minorée §’il existe un reel m tel que Un, m < u,.

Une suite a la fois majorée et minorée est dite bornée.

Exemples
1. La suite (), définie par u, = - n + 1 est une suite décroissante majorée par

M =1 et qui n’est pas minor¢e.
2. La suite (v,), definie par :

1
n+l

est une suite décroissante a termes positifs.

@ 82930 TG PA 01

v =

n




Généralités sur les suites numériques

Ona0s<o <v,cest-a-dire:Un N, 0<v <1.

La suite (v,) est une suite majorée et minorée. Elle est donc bornee.

Remarque

Les réels m et M cherchés, appelés respectivement minorant et majorant de la suite,
doivent étre indépendants de I’indice 7.

| Applications/Exercice 7
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Généralités sur les suites numériques

Exercices autocorrectifs
LI Applications

Définition - Représentation
Exercice 1

Déterminer et représenter les 6 premiers termes des suites « et v définies sur N par :

:—ln+5 et v :ﬂ

u, ; .
2 n+l

Exercice 2

Déterminer et représenter les 6 premiers termes des suites récurrentes # et v définies
sur N par :

HJO =0 Ijlo =2
0
0 .
H_jn+1:——un +5 s n=0 ﬁ/nﬂ—l——s n=0
Vn
Variations
Exercice 3
Etudier les variations des suites « et v définies sur N par :
a) u ‘-ln+5 ; b) v —2-—1
"2 ’ " n+1

Exercice 4

a) Etudier les variations de la suite u définie sur N et a termes strictement positifs par

2n
u, =
n+1
b) Montrer que la suite v définie sur N par :
_n(n+1)
o = 5
e

est strictement décroissante pour n>3

Exercice 5

Etudier les variations des suites u et v définies sur N par :
P+l
"on+3

82930 TG PA 01 @
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Généralités sur les suites numériques

Exercice 6

1. Soit u la suite définie par :
0 = 0

st =20

!
3

W | o0

1
:-un +
3

n+l

a) Déterminer les 6 premiers termes.
b) On admet que pour tout # [1 N on a #, < 4. Montrer que u est une suite strictement

croissante.

2. Soit u la suite définie par :

n+l=—un+§ st m20
H"3% 73

a) Déterminer les 6 premiers termes.
b) On admet que pour tout » [J N on a u, > 4. Montrer que u est une suite stricte-

ment décroissante.

Suite majorée, minorée, bornée
Exercice 7

1. Etudier les variations de la suite u définie sur N par u, =3-0,8"

2. Montrer que u est majorée par 3, puis que u est bornée.

@ 82930 TG PA 01



Généralités sur les suites numériques

Il Approfondissements

Variations
Exercice 8

Soit # [J N. Le nombre n/ (lire « factorielle » ») est défini par :
' =1
! = nx(n-1)x ...x2x1 si n >0

1. Déterminer les 6 premiers termes de la suite u définie par u, = n/
2. Indiquer la valeur des quotients

4! 5| 6!

5, Z et 5
3. Etudier les variations de la suite » définie par u, =nl
4. Etudier les variations de la suite v définie sur N par :

o

) }
n!

n

Exercice 9

On considére les suites u, v définies sur N * par :
In(n n

u, :1—L ;v =—.
n n!

1. Déterminer une valeur approchée de leurs 6 premiers termes.
2. Etudier leurs variations.

Suite bornée
Exercice 10

1. Montrer qu’une suite (z,) est bornée si et seulement si la suite (|«, |), est majorée.

2. Soit (v,), la suite définie par :

] <l.
n+l

a) Montrer que pour tout entier 7 : 0<

b) En déduire que (v,), est une suite bornee.
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Limites des suites

"I Prérequis

e Généralités sur les suites
e Limites des fonctions

] Objectifs

e Acquérir le langage relatif aux limites des suites

e Savoir déterminer le comportement d'une suite lorsque l'indice n
devient infini

| Contenu

1. Définitions - convergence et divergence

1A. Suites convergentes

1B. Suites divergentes

1C. Suites et fonctions

1D. Opérations sur les limites

2. Autres théorémes relatifs aux suites

2A. Limites et inégalités
2B. Limites et variations d’une suite
2C. Limites et comportements asymptotiques compareés
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Limites des suites

1. Définitions - Convergence et Divergence

1A. Suites convergentes

Définition
Soient # une suite numérique et 10? (p 0 N *) une puissance négative de 10. On dira

que u admet pour limite 0 quand 7z tend vers +o si I’on peut trouver des indices
n pour lesquels 0 < u < 107 .

On note : lm u, = 0.
n — +oo
Exemple
Soit u la suite définie par :

|
u, =—— ounUN*.
vn

1 _
Pour obtenir 0 < u, < 10 il suffit que 0 < = <107,
\n

c’est-a-dire J; >107.
11 suffit donc de choisir les indices # tels que n > 10°°.

De méme pour rendre 0 < u, < 10 7 il suffit que

1 _
0<—=<107"?
Jn

c’est a dire de choisir les indices # tels que n > 10%.

| Applications/Exercice 1

Théoreme - Limites des suites de références

1 .1 .1 .1
Im — = lim — = lim — = lim — =0
n_.+oon n—.+oon n—>+oon3 n—>+oo\/n

188
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Limites des suites

Pour n € {1,2,...,6} ces suites ont pour représentation :

——————————

——————————
——————————

Théoréeme

=0 limu,=0

n—>+oo

lim

n—>+oo

un

Exemple
Soit u la suite définie par
G VN
n n n
-1)"
lim|u,|=0 d'ou im C o,
n—>+oo n—>+too n

Définition
On dira que la suite # admet pour limite L quand 7 tend vers +oo si :
nli;ﬁ (un = L) =0.

82930 TG PA 01 @



Limites des suites

Théoreme d’unicité

Si lim (u, - L) =0 alors le réel L est unique.

7n — +oo

On note alors indifféremment : mu =L ; bhmu,=L ; u, - L.
+00

n -+ n — +oo

On dit que la suite u est convergente vers L.

Exemple
Soit u la suite définie par :

Ona lm(u,—5)= lim % =0 d'ou lim u, =5.

n— +oo nq+00n n — +oo

La suite u converge vers 5.

| Applications/Exercice 2

1B. Suites divergentes

Définition
Soient # une suite numérique et 102 (p [J N *) une puissance entiére quelconque de 10.

On dira que u tend vers +o quand 7 tend vers +o si I’on peut trouver des indices 7
pour lesquels #, > 107 (C’est a dire qui rendent le terme général «, plus grand que 107).

On note : lim u, = +oo.

7n - +00

Exemple

Soit u la suite définie par u, = n.

Pour obtenir # >10°° il suffit que Vn >10% soit n >10'.

| Applications/Exercice 3
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Limites des suites

Théoreme — Limites des suites de référence

. 5 2 5 3 5
Imn=limn = limn = lim \Vn = +oo
Nn—>—+oo Nn—>+oo Nn—>+oo Nn—>—+oo

Définition

Les suites qui ne sont pas convergentes sont dites divergentes.

Remarque

Les suites divergentes ne tendent pas nécessairement vers - « ou + o, Par exemple, la
suite définie par #, = (-1)" et dont la représentation suit n’a pas de limite finie et ne

tend pas vers - oo ou + oo,

((—l)n) est une suite divergente.

1C. Suites et fonctions

Si lim f(x)=L alors lm f(n)=L.

Si lim f(x)=+oo alors lim f(n)= +oo.

Conséquence
L’étude de la convergence des suites #, = f(n) pourra ¢galement se faire en liaison avec

I’étude a ’'infini des fonctions correspondantes.

Exemple
. . e 2n+3
Soit u la suite définie par u, = .
n+1
On adonc: Iim u, = lim 2n+3 =2

n—>+oo n—+eo 341
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Limites des suites

1D. Opérations sur les limites

Ces énoncés relatifs se déduisent des énoncés relatifs aux suites.

Nous rappelons ces résultats dans les tableaux ci-dessous, ou L et I sont des constan-
tes réelles non nulles et ou « EI » (forme indéterminée) indique les cas ou I’on ne peut
immeédiatement conclure.

Limite de la somme

Si... ...alors
hm u, hm v, hm (u, +v,)
7+ 7+ 7+

L +o0 400
L -00 -
-00 -00 -00
-00 +o0 FI
+o0 +o0 +o0

Limite du produit, de I’inverse et du quotient

Si... ...alors
lim | | tim|o, lim |u,., || lim L i e
an, n, an, el | ay
0 0 0 +00 F.I
0 L 0 /L’ 0
0 +00 F.I 0 0
L 0 0 +o00 +o00
L L’ L.L> | L | L/L
L +o0 +00 0 0
400 0 F.I 400 +o00
+00 L’ +o0 1/L +00
+o0 +o0 +00 0 F.I

Les résultats précédents sont indiqués en valeur absolue. On devra nécessairement
étudier le signe des expressions traitées.

[ | Applications/Exercice 4
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Limites des suites

2. Autres théoremes relatifs aux suites

2A. Limites et inégalités

Théoreme

Soient u et v deux suites telles qu’a partir d’un indice fixe€ n,on ait u, < v,.

a) Silim u, =+ alors hm v, = +oo

n— +oo 7 — +oo
b) Si lim v, = —o0 alors lLm u, = —oo
7n — +oo 7 — +oo

Exemple

Soit v la suite définie sur N par :
v, = 3n +1 si n est pair
Ep, = n —1 si n est impair

Posons u, =n-1. Pour tout indice fixé » on a : u, <.

Or lim u, = +o0 donc lm v, = +,

n — +oo n — +oo

| Applications/Exercice 5

Théoreme

Soient u et v deux suites telles qu’a partir d’un indice fixé n, on ait |u | < ..
n n

0

Si lim v, =0 alors hm u, =0.

7n — +oo 7 — +00

Exemple
. . - n+(-1)"
Soit u la suite définie sur N par 4, = —————.
n”+1

On a:
", :|n+2(—1) < nz+1 .

‘ n”+1 ‘ n” +1

n+l . < g .

Or hm —; 1=0 donc hmu, =0 c'estadire hm u =0.

n-+o < 4 n — + n—+o "

| Applications/Exercice 6
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Limites des suites

Théoréeme des gendarmes

Soient u, v et w trois suites telles qu’a partir d’un indice fixé 7,

Si bm u, = bm w, =L alors lim v, =L

n — +oo n — +oo n — +oo

onait u <v <w.
n n n

Exemple
+(-1)"
Soit v la suite définie sur N par v, =u.
2n+l1
On a n—1 Sn+(—1) < n+l
2n+1 2n+1 2n+1
-1 +1 1 1
Or lim —— = lim —— == donc lim v, =—.
nevo2p+1l et 2n+1l 2 n - e 2

| | Applications/Exercice 7

2B. Limites et variations d’une suite

Théoreme

Si (u ) est une suite croissante et majorée alors (u est convergente.
n n

Si (u,),, est une suite décroissante et minoree alors (u )~ est convergente.

Exemple
Soit (), la suite définie par :

O=0

n+l

u,+1 st n20

RO

DN | =

On admet que pour tout z I N on a u, < 2, c’est-a-dire on admet que (), est majo-

rée par 2.

1 1 2-
Uyy—u, =—u, +1-u, =1-—u, = s
2 2 2

d’ou u est une suite (strictement) croissante.

(u,), est une suite croissante et majorée donc (1), est convergente.
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Limites des suites

Remarque
Le théoréme précédent assure I’existence de /Am u, bien que sa valeur L ne soit pas
connue. e
Ainsi par « passage a la limite » dans ’égalité, u ., = Eu" +1 la limite L vérifie :
lim w,, =~ lim u, +1d'od L = L +1 soit L =2
S M = e ST U ont =5 soit L =2. ] Applications/Exercice 8

2C. Limites et comportements asymptotiques comparés

a) nlimgln(n):+oo.
b) Siadt 1+ 1, lima'=0 ; Sial} 1+ |, lima" = +o,
c) Sa>0 ; Jirﬂona:+m.

S a<0 ; Jirﬂonazo.

a) lim 0,8 =0 ; b) lim 1,01" = +0 ;5 ¢) lim n*’ = +o0 5 d) lim n> =0.

n— +oo n — +oo n — +oo n — +oo

Théoréme - Croissances comparés

a) Poura >0 : lz’mM=0.

n — +oo n
a

b) Poura >0 et a>1 : lim — =0.

n_>+ooa"
Exemples
3
a) lnz(n ) _ 3.In(n) _3 xln(;a) 9 1
n -5 n2§_5ﬂ n l—i
20 n
3
tim X = 0, 7 %—22%:1, dow im ™) =
nete g n— ¥ n n -5
10
b) lim ln =0.

| Applications/Exercice 9
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Limites des suites Séquence 2

Exercices autocorrectifs
LI Applications

Définition de la limite d’une suite
Exercice 1

On considére la suite (u,) , définie sur N et de terme géneéral :
1
n’

u:

n

1. a) A partir de quel indice n,a-t-on:0<u <1072
b) Etant donné un entier p 0 N*, pour quels indices 7 a-t-on : 0 < u, < 10??

2. Que concluez-vous ?

Exercice 2

On considere la suite ()  définie sur N et de terme genéral :

3’ +1
u = .
n 712

En appliquant la définition de la limite, montrer que im u, = 3.

n — +oo

Exercice 3

On considére la suite (u,) , définie sur N et de terme geénéral u, = n>.

1. a) A partir de quel indice 7, a-t-on : u, > 10%°?
b) Etant donné un entier p O N*, pour quels indices 7 a-t-on : u,=10°?

2. Que concluez-vous ?

Calcul de la limite d'une suite
Exercice 4

Etudier la limite des suites (u ) , dont le terme général u est donné ci-dessous :

_/n(n+1)

n®+2

_2n*+3

n+2
nL-n)

au = D b)u
Ju, =7 by,

, O u,

du,=k(n)-n ; e u, :Jm_ _%n - f) Un:\/n2+n _\/nz +1
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Exercice 5

On considere la suite (v,)  définie sur N* par :

n 2
n

v

1. Montrer que pour tout indice fixt = 1ona: n<v
2. En déduire la limite de la suite (v,) , .

n°

Exercice 6

On consideére la suite (v,) | définie sur N par :

="
"oUnt el
1. Montrer que pour tout indice fixé n, 7 > 0, on a :
1

<-—.
n

K

vn
2. En déduire la limite de la suite (v,) , .

Exercice 7

On consideére les suites () , (v.) et (w ) définies sur N* par :
n n n p

n n n n n
u = T + +...+ . =—.
n +1

n 2 3 n n

n +n n+1 nt+2 n+n

1. Calculer limu, et limw,

n — +oo n - +oo

2. Montrer que pour tout indice fix€ n>2ona: u <v <w .

3. En déduire la limite de la suite (v,) | .

Exercice 8

Soit u la suite définie par :

u =

n+l

u,+1 st n 20

N | =~

1. Déterminer ses 6 premiers termes.

2. On admet que : Un [0 N, u, > 2. Montrer que u est une suite strictement décroissante.

3. En deduire que la suite (u )  est convergente. On note L sa limite.
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Limites des suites

4. Quelle est la valeur de lim u,,, ?

S. A P’aide de l’égalité, U, = %un +1 montrer que L :%L +1.
6. En déduire la valeur de L.

Limites et comportements asymptotiques comparés
Exercice 9

Etudier la limite des suites (u ) , dont le terme général u est donné ci-dessous :

2 -
a)u, = " ;0 b)u, = (n-1) In(m) 5 Qu, = 2"-n.
2" +1 n(n+1)

[l Approfondissements

Etude de la suite E{%+21_2 +... +%§n
Exercice 10
1. Montrer que pour z entier > 2 :
1 1 1
m-1) n @-Dn

2. Soit v la suite définie sur N* par :

1 1
v, =l+——F— . A
! 1.2 23 (n-1).n
a) A I’aide du 1. simplifier ’expression de v, .

b) En déduire que la suite v est majorée. Calculez sa limite.

3. Soit u la suite définie sur N* par :

_1+1++

12 n
a) Déterminer ses 5 premiers termes.
b) Montrer que la suite u est croissante.
¢) Montrer que u, <o, .

d) En déduire que la suite u est majoreée.
e) Montrer que u est convergente.
f) A I'aide d’une calculatrice, donner une valeur approchée de u .

( On montre que hm u, = —).

7 +e 6 @
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Suites arithmétiques
Suites geomeétriques

| Prérequis

e Généralités sur les suites
* Convergence des suites

| Objectifs

e Consolidation et approfondissement des acquis sur les suites arithmé-
tigues et géométriques

'] Contenu

Suites arithmétiques

Suites géométriques

Convergences des suites

= ®

. Convergence des suites arithmétiques
3B. Convergence des suites géométriques
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Suites arithmétiques, suites géométriques

1.  Suites arithmétiques

Définition
On appelle suite arithmétique définie sur N* une suite récurrente définie par son
premier terme u, et par la relation u, , =u +r pourn= 1.

Le réel r est appel¢ la raison de la suite arithmétique.

Exemples

Les suites 1,1, 1,...et 1,3, 5... et 3,-1,-5,-9, ... sont trois suites arithmétiques défi-
nies respectivement par #;, = 1,7 =0 ;u, = 1, r = 2 (suite des nombres impairs) et
u, =3,r=-4.

| Applications/Exercice 1

Propriété 1

Si (u,), ~ €St la suite arithmétique de premier terme u, et de raison r, alors :
a) u, =u, +(n—-Dr ;
(u, tu,)

b)) u+...+tu =n
) 1 n 2

Remarques

1. Conséquence du a) : la donnée de u, et r definit de fagon unique la suite arithmétique

() o

er .
+
2. u +...+u, = (nombre de termes) (17terme+ dernier terme)

2

Exemples
1. Le 513° nombre impair est : #;,, =1 + (513 -1).2 = 1025 et la somme des 513
premiers nombres impairs est :

513.(1 + 1025
Sss =yt tug, = ( > )= 263169=513°,

2. Si (u ”)ngN* est la suite arithmeétique de premier terme u, = 1
et de raison r = 1, alors :

_ n.(n+1)
—

1+...+n

| Applications/Exercice 2

Remarque

Lasomme u, +... + u des n premiers termes de (), , appelée suite des sommes par-
tielles de rang 7, est encore notée :
n

Z u, (lire "sigmadei=1andesu").
1=1
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Propriété 2 - Variations

Soit (u,), ,+ une suite arithmetique.

Sir <0 alors (u,), est strictement décroissante.
Sir =0 alors () , est stationnaire.

Sir >0 alors (1) , est strictement croissante.

En effet ., - u_ = r pour tout indice 7.
n+l n

Remarque

On peut aussi définir une suite arithmeétique par son premier terme u,, et par la rela-

tion u__,
1 devient :

Propriété 1’

Si (1), €st la suite arithmetique de premier terme u, et de raison r,

a) u, =u, tnr

(uy +u,)

b) u,tu +...+tu, =(n +1). ;

=u, +r(sin=0): u, estalorsle (n+1)° terme de la série, et la propriete

alors :

Propriété 3

Si (u,), est une suite arithmétique de raison r, alors u, = u, + (n—p).r

Exemple
Soit (u,), 5 1a suite arithmetique telle que ug =5 et u;, = -15.
Sa raison est :

7,_7"13_“8 _-15-5 _
13-8 5
=ug + (0 - 8).r =37.

—4

et son premier terme : U,

| | Applications/Exercice 3
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2. Suites géométriques

Définition
On appelle suite géométrique définie sur N* une suite récurrente définie par son
premier terme u, et par la relation u, ; = ¢g.u, pour n = 1.

Le réel g est appelé la raison de la suite géométrique.

Exemples
1,1, 1,...; 1, 2, 4,... 5 1, -1/3, 1/9, -1/27, ... sont trois suites géométriques définies
respectivementparu, = l,g=1;u,=1,9=2etu, =1,q9=-1/3.

| Applications/Exercice 4

Remarque

Si ¢ <0 la suite est alternée c’est-a-dire que deux termes consécutifs quelconques ont
des signes contraires.

Propriété 4
Si (1)« €St 1a suite géométrique de premier terme u, et de raison g alors :

a) u, =u.q"".

b) Si g#1 alors : u +...+u, :ul.l .
-4

Si g=1 alors : u +...+u, = n.u,.

Remarques

1. Conséquence du a) : la donnee de u, et g définit de fagon unique la suite geomeé-
trique () .

2.Pourg# l,u, +..+u = th—q'

Exemple
1,-1/3, 1/9, -1/27, ... est la suite géometrique définie par u, =1 et ¢ = -1/3.
(c’est une suite alternée).

Son 10°termeest u, =u,q°*" = E—%ﬁ
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et la somme de ses 10 premiers termes est :

I_D ldo 1
H3H 1- cooz0 14762
W o _ " 50049 _
th T Tlho = 1 1 19683
1+~ 1+ -
3 3

[ | Applications/Exercice 5

Propriété 5 - Variations

Soit (u,),\+ Une suite géomeétrique a termes strictement positifs.
Si0 <g <1 alors (u,), est strictement deécroissante.

Sig =1 alors (1) , est stationnaire.

Sig > 1 alors (u,) , est strictement croissante.

En effet 2ol = g, et par exemple si 0 <g <1 alors Hun <y
u u

n n

donc u,,, < u, car (u,) est a termes strictement positifs et (x ), est strictement
décroissante.

Remarque

On peut aussi définir une suite géomeétrique par son premier terme u,, et par la rela-
tion u  , =qu, (sin=20): u estalorsle (n+1) terme de la série, et la propriete 1
devient :

Si (1), €st 1a suite géométrique de premier terme u, et de raison g alors :

a) u, =u,q"

b) Sig#1 alors : u,+tu +...+u,

= .
Sig=1 alors :u, +u +... tu, =(n +l)y,

Remarque
En particulier pour u,=1 et ¢ # 1.
n+l
1+ g+ ... +¢" = 1-¢g
1-¢g
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Exemple o
14343 4, 435 =123

=21 523 360.

Propriété 7

Si (u,), est une suite géomeétrique de raison g alors u = R q"P.

Exemple
Soit (u,), la suite géométrique telle que ug =5 et u,, = -160.
La raison ¢ vérifie :

13-8 - & - _160

Ug

q

c'est a dire ¢’ =-32 donc ¢ = 2.

} _ug _ 5 _ 5
Son premier terme est u, = . == —.
q (_2) 256

[ | Applications/Exercice 6

3. Convergences des suites

3A. Convergence des suites arithmétiques

Propriété - Convergence des suites arithmétiques

(u,),, N €St la suite arithmeétique de premier terme u, et de raisonr:u, =u, + (n-1)r

Sir < 0 alors lim u, = -0, c’est-a-dire (u,), diverge.

Sir = 0 alors lim u, =u,, c’est-a-dire (u,), converge.
Sir > 0 alors lim u, =+o, c’est-a-dire (u,), diverge.
Exemples

1. Pour (u ) définieparu, =3 etr=-2:u =3-2(n-1) =-2n+6 doulimu = -o.
2. Pour (u,), définie paru, =5etr=3:u =5+3(m-1) =3n+2 doulimu,= +o.

| | Applications/Exercice 7

82930 TG PA 01



Suites arithmétiques, suites géométriques

Remarque - Convergence de lasomme S =u, + ... +u

1
Rappelons que :

o Pt u,) 2w+ (=)

* 2 2
Sir =u, =0 (suite nulle) alors lim S, = 0, C’est-a-dire (§,), -\« converge.
Sinon lim |Sn| = +oo, C’est a dire (S,), \« diverge.

3B. Convergence des suites géométriques

Propriété - Convergence des suites géométriques

Soit (u,), -\« la suite geometrique de premier terme u, # 0 et de raison ¢g. On a :
u, =u.q" 0

Si ~1<g <+1alors lim u, =0, , est-a-dire (u,), converge vers 0.

Sig = +1 alors (u,) , est stationnaire et converge vers u
Sig<-1alors (u,) , est alternée et diverge.
Sil <galors (u,)  diverge vers - ou vers +o.

1

Exemples

1. Pour (u,), définieparul:Betqz—% U, =W dou Iir+n u, =0.

2. Pour (u,), définieparu, =5etg=1: u, =5dou lim u, =5.

n — +oo

3

3. Pour (u,), définiepar uy =—2etq=3 : u, =-2.3"" d'ou lim u, =-o.

n - +oo

[ | Applications/Exercice 8

Propriété - Convergence de la somme S _=u, + ... +u

n
Soit (u,), 1\« la suite géométrique de premier terme u, # 0 et de raison g.

Si -1<g<+lalors m S, =1L, c'est a dire ('S, ), est convergente.
-4

7 — +oo

Sinon (S,) , diverge.

N
En effet, u, +...+u, =u1.11 q

ets —1l<g<+ldors lim g" =0.
n

— +oo

Par ailleurs, sig<-1oul <g alors lim = +oq

n — +oo

q

donc lim|S,|= +e0; (S,),np diverge.

e @
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Exemples 1- E-lg
2
1. Pour (u,), définie par u;, =3 etq = —% : S, =3. BGET
1- _
H 2H
- 3
dou im S, =——=2
n— +oo 1+7

2. Pour (u,), définie paruy, =5etg =1 : S, =5nd'ou im S, = +x

n— +oo

3. Pour (u,), définie paruy, = 2 etqg =3 :

s =213 (1-3") dou tim_S, = e
1

—_— n — +oo

| Applications/Exercice 9

82930 TG PA 01



Suites arithmétiques, suites géométriques

Exercices autocorrectifs
LI Applications

Suites arithmétiques
Exercice 1

Soit (u,), la suite définie sur N par u, = an + b.

Montrer que (u,), est une suite arithmétique dont on donnera le premier terme u, et
la raison r.

Exercice 2

La suite arithmétique (u,), est définie sur N* par u, =3 ez r = -2.

Calculer Uy, et S13 =u totug,.

Exercice 3

1. Déterminer la suite arithmétique définie sur N* par u, = 17 et u;, = 108.

5
2. Calculez la somme de ses 100 premiers termes.

Suites géométriques

Exercice 4

Soit (1), la suite définie sur N* par u, = a. B,
Montrer que (u,), est une suite géomeétrique dont on donnera le premier terme

u, et la raison g.

Exercice 5

. ’ O J . * = —_
La suite géométrique (u,) est deéfinie sur N* par u; = 3 et ¢ = -2. Calculer u,

et S11 =u, +...tu,.

Exercice 6

1. Existe-t-il des suites géométriques définie sur N* telles que :
1
us; =3 etuy, =— ?
27

2. Si oui, calculez la somme de leurs 15 premiers termes.
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Limite des suites
Exercice 7

Déterminer la limite de la suite arithmétique définie sur N* par u, =3 et r=0,8.

Exercice 8

Déterminer la limite des suites géométriques définies sur N* par :

a)u,=-2 etqg=0,8 b) u, =3 etg=-1,2.

Exercice 9

Soit (1), la suite géométrique définie sur N* par son premier terme u, et sa raison q.
On note §, = u,+ u, + ...+ u . Déterminer la limite de S, si :
a)u,=-2 etqg=0,8 b)u, =3 etg=-1,2.

L] Approfondissements

Suites arithmétiques
Exercice 10

Les nombres impairs formant une suite arithmétique, montrez que la somme des z pre-

miers nombres impairs est égale a 7?.

Exercice 11

Etudier la limite de la suite (z,) , de terme général :

142+, +n

n 2
n

u

Exercice 12

On considére la suite (¢ ) définie sur N* par : u ;=3 etu,  =u-3

1. Exprimer u  en fonction de 7 .

2. Pour quelle valeur de n a-t-on : u, +u, + ... +u, = -3672?
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Suites géométriques
Exercice 13

(u,), est la suite géométrique, définie sur N*, de premier terme u, > 0 et de raison g > 0.

1. Montrer que (v, ) de terme général v = In(u ) est une suite arithmétique dont on
nn n n

donnera le premier terme et la raison.
2. On considére la suite (w ) définie sur N* par:w_ =u, X, X ... X .
n’n n 1 2 n
Exprimer w, en fonction de 7 .
3. On considére la suite (z ) définie sur N* par: 2 =m(u, X u, X ... X u).
n’n n 1 2 n

Exprimer z, en fonction de 7 .

Suite arithmético - géométrique
Exercice 14

Soit (u# ) la suite définie sur N* par :
nn

%41:0

U, = —lu + 4
+ n .
Dnl 2

A. Etude numérique

1. a) A l’aide d’une calculatrice, déterminer et représenter ses 6 premiers termes.
b) Entrevoir le comportement de la suite («,), a Pinfini.
¢) Entrevoir le comportement de la somme u, + ... + u a l'infini.

B. Etude analytique

On considére la suite (v,), définie par v, =u —8.

2. a) Montrer que (v,), est une suite géometrique dont on donnera le premier terme

et la raison.

b) Donner expression de v, puis de #, en fonction de n.

¢) Quelle est la limite de #, quand 7 tend vers +o ?

3. a) Exprimer la somme §° =v, + v, +... + v en fonction de 7.

b) En déduire 'expression de S, = u, + u, + ... + u en fonction de n.

2
¢) Quelle est la limite de S, quand » tend vers +c ?
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Exercice 15 (d'apres sujet BTS)

Soit u la suite numérique définie sur N* par :

%41:1

B, =au, +bn+c (n>0)

ou a, b et ¢ sont trois constantes réelles.

1. Calculer a, b et ¢ sachant que :u, =3 ,u, =4 etu, =3.

2.0nprend:a=2,b =-3etc =4.

Soit la suite v définie sur N* par : v, =u - 3n + 1, pour tout n élément de N*.
a) Montrer que v est la suite geométrique de premier terme v, = -1 et de raison g = 2.
b) Calculer v, en fonction de n. En déduire ©, en fonction de 7.
¢) Pour 7 entier supérieur ou €gal a 2, calculer §, = v, + v, +... + v _en fonction de 7.
d) En déduire S’ =u, + u, +... + u_en fonction de n.

e) Calculer &m §',

n — +oo

Exercice 16

, . 1 1 10
Etude de la suite d+—-+—+... +_E
1 2! n! }

A. Préliminaire

Calculer la somme S, =1 +l +L2 +...+

1 — et montrer que S, <2.
2 2 D

B. Soit u la suite définie sur N* par :
1 1 1
u, =l+=+=—+. . +—,
* 1 2! n!

1. Déterminer ses 5 premiers termes.
2. Montrer que la suite u est croissante.
3. On admet que « n,n DN etn =20 n/ > 2",

a) Montrer que :

1+l +l +... +l <1 +1+l +L +...+ 1

1 2! n! 2 G 2t

b) En déduire que la suite u est majorée.
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4. Montrer que u est convergente.

5. A l’aide d’une calculatrice, donner une valeur approchée de u,

0

(On montre que lim u, =e)

n — +oo

1] Travaux pratiques

Exercice 17 - Croissance d'une entreprise

L’analyse des résultats d’une entreprise au 1¢ janvier de chaque année fait apparaitre
tous les ans une progression de 4 % de sa production. Celle-ci était de 150 000 unités
le 1.1.1997.

Soit u, 1a valeur (en milliers d’unités) de la production au 1 janvier de ’année de rang
n (u, =150 en 1997, u, en 1998 etc.).

1.

Compléter le tableau suivant qui donne I’évolution de la production de ’entreprise
du 1.1.1997 au 1.1.2001 :

Année 1997 1998 1999 2000 2001
Rang de I’année ¢ 0 1 2 3 4
Production u, (en milliers d’unités) 150

. a) Exprimer u_,, en fonction de u . En déduire la nature de la suite (z )  dont on

+
précisera les caractéristiques.

b) Exprimer #, en fonction de n.

. a) Si cette évolution se poursuit, quelle production peut-on prévoir au 1.1.2006 ?
(On donnera une valeur approchée a un millier d’unités pres par défaut.)

b) A quelle date observera-t-on que la production initiale a doublé ?

4. A quelle date observera-t-on que la production a dépassé 240 milliers d’unités, ainsi

que la valeur totale de la production depuis le 1.1.1997 ?

. Sile 1.1.1997, ’entreprise avait souhaité doubler en 10 années sa production, quel
aurait da étre le taux, annuel et constant, de variation de sa production ?

Exercice 18 - Croissance de populations (BTS comptabilité et gestion des organisations)

Dans une région, une étude a porté sur I’évolution de la population de trois villes entre

1

970 et 1990.
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Partie A - Etude théorique
On note f, g, & les fonctions définies pour tout nombre réel x de I’intervalle [0; 20] par :
fx) = e%1%; g(x) = 4 %1% ; h(x) = 0,3x + 0,6.

1. a) Calculer la dérivée f de la fonction f. En déduire le tableau de variation de f sur

[0; 20].
b) Calculer la dérivée g’ de la fonction g. En déduire le tableau de variation de g sur

[0; 20].

2. Montrer que I’équation f(x) = g(x) admet une solution x, et une seule dans [0; 20]

et déterminer la valeur exacte de x,. Donner une valeur décimale approchée de x, a
107! prés.
3. Soit d la fonction définie sur [0; 20] par d(x) = h(x) - f(x).

a) Calculer la dérivée d”’ de la fonction d. Montrer que I’équation d’(x) = 0 admet une
solution o et une seule dans [0; 20] et déterminer une valeur approchée a 10 prés
de d(o).

b) Etudier le signe de d’. Dresser le tableau de variation de d.

¢) En déduire que I’équation f(x) = i(x) admet deux solutions, distinctes x, ez x, sur

[0; 20], ou x, <x, . Justifier les encadrements : 2,1 < x,<2,2e17,8 <x,<17,9.

d) Les courbes représentatives de f, g, 2 sur [0; 20] sont tracées ci-apres.

Unités graphiques : 0,5 cm sur ’axe des abscisses ; 1 cm sur I’axe des ordonnées.

Indiquer sur le graphique laquelle de ces courbes correspond a f, a g, a h.
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Partie B - Application démographique
Pour chacune des trois villes le nombre d’habitants, exprimé en milliers, pour I’année

(1970 + n), ou n est un entier positif ou nul compris entre 0 et 20, est donné par les
relations suivantes :

Ville V, : f(n) = &1
Ville V, : g(n) = 4 ¢%!,
Ville V, : h(n) = 0,3n + 0,6.

1. En utilisant les résultats de la partie A :

a) Déterminer ’année au cours de laquelle les villes V| et V, ont le méme nombre
d’habitants.

b) Déterminer les années au cours desquelles les villes V, et V, ont le méme nomb-
re d’habitants.

c¢) Déterminer ’année au cours de laquelle on a enregistré le plus grand écart entre
les populations de V, etV,.

2. Un statisticien affirme que « Le nombre d’habitants de la ville V, a augmente de 10,5 %
par an entre 1970 et 1990 ».

On note P, la population de V, en 1970 et P la population en (1970 + n) exprimeées
en milliers d’habitants. Par hypothese P, = 1.

a) Exprimer P _, en fonction de P,.
b) Exprimer P, en fonction de #n .

¢) Comparer les résultats obtenus pour la population de la ville V, en 1970 + n en
modeélisant cette population par f(n) et par P,.

Obtient-on a 20 individus prés les mémes résultats en 1972 ? en 1987 ?
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